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C‘:xcwuple éx&ro‘:ex

Sheet 3, 2024

Aufgabe 8

Entwerfen Sie endliche Automaten fiir die folgenden Sprachen in Diagrammdarstellung
und geben Sie fiir Thre Automaten jeweils die Klasse Kl[g] fiir jeden Zustand ¢ an.

(a) Ly = {w € {a,b}" | (jwla+2-Juwl,+ ) mod 3 £1}, L+F
(b) Ly = {w € {a,b}* | w enthélt das Teilwort bab nicht}. L+ +

10 Punkte

Aufgabe 9
(a) Entwerfen Sie einen endlichen Automaten fiir die Sprache
L ={w € {a,b}* | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}
in Diagrammdarstellung. Erkldren Sie kurz die Idee hinter ihrem Entwurf.
(b) Geben Sie fiir jeden Zustand ¢ des entworfenen Automaten die Klasse Kl[g] an.

10 Punkte

Seet & 2024

Aufgabe 10

Verwenden Sie die Methode des modularen Entwurfs (Konstruktion eines Produktautoma-
ten), um einen endlichen Automaten fiir die Sprache
A4+S5+2+6

L ={w € {a,b}" | |w|, mod 3 = |w| mod 3 oder
( w enthilt das Teilwort ab und w endet mit b )}

zu entwerfen. Geben Sie fiir die Teilautomaten jeweils fiir jeden Zustand ¢ die Klasse Kl[g]
an. 10 Punkte

Sheet 5— 20214 (aolvou—\ceal e.xev-c,n'se)

Aufgabe 15

Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen, indem Sie jeweils eine Automaten-Konstruktion
angeben und informell ihre Korrektheit begriinden.

(a) Seien L; und L, zwei regulére Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}. Dann ist
auch die Sprache L = L; - {¢} - Ly iiber dem Alphabet {a,b, ¢} regulir.

(b) Sei L eine regulire Sprache iiber einem beliebigen Alphabet X. Dann ist auch die
Sprache LR = {w® | w € L} regulir.

10 Punkte

Sheet 2 2027

Aufgabe 7

Entwerfen Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils einen endlichen Automaten (in Dia-
grammdarstellung) und geben Sie fiir jeden Zustand ¢ Thres Automaten die Klasse Kl[q]
an.

(a) Ly = {zbbya € {a,b}" | z,y € {a,b}"},
(b) Ly = {w € {a,b}* | (jwlo)™* =0mod 2}. 2 advanced

10 Punkte



Aufgabe 8

Verwenden Sie die Methode des modularen Entwurfs (Konstruktion eines Produktautoma-
ten), um einen endlichen Automaten (in Diagrammdarstellung) fiir die Sprache

L={we{a,b}"||w,=2 oder w=uya} 5
zu entwerfen. Zeichnen Sie auch jeden der Teilautomaten und geben Sie fiir die Teilauto-

maten jeweils fiir jeden Zustand ¢ die Klasse Kl[g] an. 10 Punkte

Aufgabe 9

Entwerfen Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils einen endlichen Automaten (in Diagramm-
darstellung) und begriinden Sie kurz informell die Korrektheit Thres Entwurfs.

(a) Ly = {xa* € {a,b}* |z € {b}* Ak := (Jz|? mod (|z| —2)) Ak < 3 < |z| < 10},
(b) Ly ={w € {a,b}* | |w|a - |wly =1 mod 3}, 2 advarced

10 Punkte

Sheet 3 2027

Aufgabe 7

Entwerfen Sie endliche Automaten fiir die folgenden Sprachen in Diagrammdarstellung
und geben Sie fiir Thre Automaten jeweils die Klasse Kl[g] fiir jeden Zustand ¢ an.

(a) Ly = {w € {a,b}* | (2 |w|, + |w|p) mod 3 =2}, Z
(b) Ly = {w € {a,b}* | w enthélt das Teilwort baab nicht}. i, +

10 Punkte

Aufgabe 8 (fk\lb”ﬁ)

Bestimmen Sie fiir den folgenden endlichen Automaten M die akzeptierte Sprache L(M),
sowie die Klassen Kl[g;] fiir jeden Zustand ¢;. Geben Sie eine kurze intuitive Begriindung.

10 Punkte

Aufgabe 9

(a) Entwerfen Sie einen endlichen Automaten fiir die Sprache

L = {w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

in Diagrammdarstellung. Erkldren Sie kurz die Idee hinter ihrem Entwurf.

(b) Geben Sie fiir jeden Zustand ¢ des entworfenen Automaten die Klasse Kl[g] an.

10 Punkte

Sheet 4, 20273

Aufgabe 10

Verwenden Sie die Methode des modularen Entwurfs (Konstruktion eines Produktautoma-
ten), um einen endlichen Automaten fiir folgende Sprache zu entwerfen:

L ={w € {a,b}* | |w|, mod 3 = |w|, mod 3 oder
( w enthélt das Teilwort ba und endet mit a )}

Geben Sie fiir die Teilautomaten jeweils fiir jeden Zustand ¢ die Klasse Kl[g] an. 10 Punkte



Sttee;(‘ 2 2024k

Aufgabe 8

Entwerfen Sie endliche Automaten fiir die folgenden Sprachen in Diagrammdarstellung
und geben Sie fiir Thre Automaten jeweils die Klasse Kl[g| fiir jeden Zustand ¢ an.

(a) Ly = {w € {a,b}* | w enthélt das Teilwort abba},
(b) Ly = {w € {a,b}" | |wla # [w

p» (mod 2)}.
10 Punkte

Aufgabe 9

Bestimmen Sie fiir den folgenden endlichen Automaten M die akzeptierte Sprache L(M),
sowie die Klassen Kl[g;] fiir jeden Zustand ¢;. Geben Sie eine kurze intuitive Begriindung.

10 Punkte

Sheet U, 2024

Aufgabe 10

Entwerfen Sie einen endlichen Automaten fiir die folgende Sprache in Diagrammdarstellung
und geben Sie fiir Thren Automaten jeweils die Klasse Kl[g] fiir jeden Zustand ¢ an.

L={zweXi,, |z € Lpo und Nummer(w) = = (mod 4)}

Hinweis: Fiir w = wjws ... w, € 3, ist Nummer(w) := >0 w; - 2" 10 Punkte

Aufgabe 11

Verwenden Sie die Methode des modularen Entwurfs (Konstruktion eines Produktautoma-
ten), um einen endlichen Automaten (in Diagrammdarstellung) fiir die Sprache

L ={w € {a,b}" | lw|, =1 (mod 3) oder |w| =2}

zu entwerfen. Zeichnen Sie auch jeden der Teilautomaten und geben Sie fiir die Teilauto-
maten jeweils fiir jeden Zustand ¢ die Klasse Kl[g] an.
10 Punkte
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Cx QWA ple Exevrcises

Sheet 5, 2024

Aufgabe 14

(a) Entwerfen Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten mit hochstens 8
Zusténden fiir die Sprache
L={ze{0,1}"||z[pmod3=0
oder z = 1y01 fiir y € {0,1}"} .

Geben Sie Thren entworfenen Automaten in Diagrammdarstellung an und erlédutern
Sie die Idee Thres Entwurfs.

Sheet 5, 2022

Aufgabe 14

Entwerfen Sie nichtdeterministische endliche Automaten fiir die folgenden Sprachen.
(a) Ly = {z € {a,b}* | |z|, mod 3 =2 oder (z = yaz mit y,z € {a,b}* und |z| = 3)},
(b) Ly = {w € {0,1}* | w = 20y0z mit z, 2 € {0,1}* und y € {0, 1}*}.

Geben Sie Thre entworfenen Automaten in Diagrammdarstellung an und erldutern Sie die
Ideen Threr Entwiirfe. 10 Punkte

Sheet 5 2023

Aufgabe 13

(a) Entwerfen Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten mit hochstens neun
Zustanden fiir die Sprache

L ={z € {a,b}" | (|z]a — |z|p mod 3 = 0) oder = = abaa oder x = baaa} .

Geben Sie Thren entworfenen Automaten in Diagrammdarstellung an und erldautern
Sie die Idee Thres Entwurfs.

Sheet 6 20272 Aufgabe 18

Ein A\-NEA ist ein nichtdeterministischer endlicher Automat, bei dem wir auch Transitionen
mit dem leeren Wort A\ zulassen. Ein A-NEA kann also entlang einer A\-Transition seinen
Zustand wechseln, ohne dabei ein Symbol der Eingabe zu lesen. Formal ist ein A-NEA M
ein Quintupel M = (Q, X, 0, qo, F), wobei @, £, qo und F wie bei einem NEA definiert

sind, und

(advanced exercise )

5:Qx (SU{A)) = P(Q)

die Ubergangsfunktion ist, wobei jetzt neu (¢, ) die Menge von Zusténden ist, die von
einem gegebenen Zustand ¢ €  aus mit einer A-Transition erreichbar sind.

(a) Wir betrachten die folgende Sprache
L = {w € {a,b}" | w enthiilt das Teilwort bb nicht, oder |w|, ist ungerade} .

Geben Sie ein informelles Argument dafiir, dass der folgende A-NEA genau die
Sprache L akzeptiert.

(b) Beschreiben Sie ein allgemeines Verfahren, mit dem man jeden \-NEA in einen
dquivalenten NEA umwandeln kann. Begriinden Sie die Korrektheit des Verfahrens.

(c) Wenden Sie Ihr Verfahren auf den A-NEA aus Teilaufgabe (a) an, um einen édquiva-
lenten NEA fiir die Sprache L zu erhalten.

10 Punkte



Sheet 5§ 2024k

Aufgabe 14

(a) Entwerfen Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten fiir die folgende
Sprache in Diagrammdarstellung und erldutern Sie die Idee Thres Entwurfs.

Ly ={w € {0,1}* | w = x0y0z mit z, 2 € {0,1}* und y € {0,1}*}.
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S‘Ae.e,'l' Y, 2024

Aufgabe 11

Zeigen Sie, dass jeder endliche Automat, der die Sprache

L ={w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

akzeptiert, mindestens 5 Zusténde hat. 5 Punkte

Sheet L(", 2022

Aufgabe 10

Zeigen Sie, dass jeder (deterministische) endliche Automat, der die Sprache
L ={w € {a,b}" | |lw|p mod 3 =1 und w beginnt mit ab}

akzeptiert, mindestens 6 Zustédnde bendtigt.

Hinweis: Der Beweis von Lemma 3.6 im Buch und die daran anschliessende Diskussion
liefern eine magliche Beweismethode hierfiir. 10 Punkte

SL.ae-l- S! 20223

Aufgabe 15

Zeigen Sie, dass jeder deterministische endliche Automat, der die Sprache

L ={w € {a,b}" | |w|, mod 3 =2 und w beginnt mit bb}

akzeptiert, mindestens sechs Zustdnde benétigt.
10 Punkte

Sheet S 202k

Aufgabe 14
(b) Zeigen Sie, dass jeder (deterministische) endliche Automat, der die Sprache
Ly ={w € {a,b}" | Jw[y =1 (mod 3) und w beginnt mit ab}

akzeptiert, mindestens 6 Zustédnde hat.

5410 Punkte
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Sheet 2. 2024

Aufgabe 6

Wir betrachten die Sprache
L={1'0’1% | i,j,k € N = {0}}.

Sei z,, das kanonisch n-te Wort in L. Zeigen Sie, dass es eine Konstante ¢ € IN gibt, so
dass fiir alle n € N — {0}

K(z,) < 3-logy(|za]) + ¢

gilt. 10 Punkte

Sheet 2, 2022
Aufgabe 4

(a) Sei w, = (01())32"3 € {0,1}* fiir alle n € IN — {0}. Geben Sie eine méglichst gute
obere Schranke fiir die Kolmogorov-Komplexitét von w,, an, gemessen in der Linge
von wy,.

Sheet 2, 2023

Aufgabe 6
Sei ¥ = {0,1}. Ein Palindrom iiber X ist ein Wort = € ¥*, das vorwérts und riickwiérts
gelesen gleich ist, fiir das also 2R = x gilt.

(a) Sei k € N. Wieviele Palindrome der Linge k gibt es? Wieviele Palindrome der Linge
hochstens k gibt es? Berechnen Sie die exakten Werte.

(b) Sei x, das n-te Palindrom in kanonischer Ordnung. Verwenden Sie Satz 2.2, um eine
obere Schranke der Form K (z,) < a - |z,| + d zu beweisen, wobei « eine moglichst
kleine und d eine beliebige von n unabhingige Konstante ist.

Sl'\za.“' 2, 20U

Aufgabe 4

(a) Sei w, = 019000 . (0101)*"* € {0,1}* fiir alle n € IN — {0}. Geben Sie eine méglichst
gute obere Schranke fiir die Kolmogorov-Komplexitidt von w,, an, gemessen in der
Lange von wy,.
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Sheet 2, 2024

Aufgabe 4

Geben Sie jeweils eine unendliche Folge (z,)%, paarweise unterschiedlicher Worter an,
welche die Bedingung erfiillt, oder beweisen Sie, dass es keine solche Folge gibt.

(a) Es gibt eine Konstante ¢ € IN, so dass fiir alle n € N — {0}
I(("En) S 10g2 10g2 |l'n| +c

gilt.

Sheet 2, 2022

Aufgabe 4

(b) Geben Sie eine unendliche Folge von Wértern y; < yo < y3 < --- an, so dass eine
Konstante ¢ € IN existiert, so dass fiir alle ¢ > 1 gilt, dass

K (y;) < log,log, log, 102—','2(‘!17'” +c.

Sheet 2, 2022

Aufgabe 4

(b) Geben Sie eine unendliche Folge von Wértern yo < y; < y2 < -+ - an, so dass eine
Konstante ¢ € IN existiert, so dass fiir alle ¢ € N gilt, dass

K(y;) < logylogs(|yil) +c.



Exan.  Questons
- 202X §

- 2047F: Xy
- 2012 ic)



6.

prove lower ls@b\hc[ -_Io L(o(w\og_el‘bv ‘Com,p/ex/'%& o-p worol-se t
G‘\my\l set DQ wovols \A}, /@uw bouu\ai —p

SQK%L\—{-'. prove Hat ot least somie omount o# worals o sabhsfles
Ucwn = \0

e Ths exevcise cowes i many vara&lons as youw
A will see i He exescise-secbon later. Howeve.,
Ve all of Hose laxaiciter a-e |solved |52 H.e Same way:
« cown bin e an-ount o-@ Programs b'p ‘Q'ﬂ;:u-\ 'p‘, coun-
4‘;1;\2, 'a—\l O'-M—\ouh*f‘ O'C wov-a(; l"-\ W G(IAOL '("L\{L\ t«sl'o.‘l
He Pc‘g_s.onlxo‘e. - P»t'ho"alq (almos + q|wo\5_r>. Let's %_o.‘

i. count  Hie avount n o-c progvams °‘C lewg_‘\’l« é-c

2. count Htea awount ma o@ poorals|  tnl A/

w -wn IA)&/‘O(: o(o b\o‘l[ l\qu o P"“C’@—"""‘“ au«\a/ Muaxcore L ~
4—“3 3 +'Ll e /owﬂ_r LDb\b\ﬂ( ch) 2 ‘p



W

1 (A” oints :

éx&c‘l‘{j WL\,Q‘} I a'wo_a\oib er“z /‘u\ _H‘\L 4u+0m'a‘. -(Z\a‘}‘ is'

4.

COU\V\“' Hoe aw.oqu n D‘G pProOgams 0'(\ lewg_‘\'l« é-c

couwl' {-LQ amount m og Leorols fb\ LJ

- Lordd s o(o v\o"l l\qve a Pwoé_lrd\u—\ au«\a/ szﬁore L] ~

11748
“'s y Hie lower boundd Kew) 3 ‘p

&  [icks:

T anvount | of | programs | of | loagtl || s | 2.

The amoumt of words over alphabet E wibh leagH ¢ 0o lgf,
Tie|_drbudd| bl e gocdnnls | o | Ul [0 [od [2F707]

The  amound of words over alphabet Z  wibh  lemghh &

lzl,\u_i
= -1

k+A

— k "
dw wuq(. +o mlu«la.Jw O q,o_ow\dw'c, senes 01 + 0( +- 4 0(, de '“‘.R
{Zol(awfwg, el

k+A

O = olk+o( -laloll | =P

AD = dGCd T =
AdD -D= o & =»
o(uu—l—o“(

D= k- 4



E o p/e Exercises
Sheet 2, 202¢

Aufgabe 4

Geben Sie jeweils eine unendliche Folge ()7, paarweise unterschiedlicher Worter an,
welche die Bedingung erfiillt, oder beweisen Sie, dass es keine solche Folge gibt.

(b) Es gibt eine Konstante ¢ € N, so dass fiir alle n € IN — {0}

:f 25 (e Frop.
K(2,) < log, it + ¢ 1 P ledt L) e

10 Punkte 2 s corrd  witens

At Lcbimas & < oo k<
weabes ) _ NG - (el mel 2otedy 4,
Zeigen Sie, dass die Menge {n* | n € IN} endlich viele Zahlen enthélt Aie als zuféllige
Zahlen betrachtet werden konnen. * 10 Punkte @\VR © 6 c— -
SC/I\ — o ch ol /:V(
Sheet 23, 2024 Frop - o

gilt.

Aufgabe 7
Sei n € IN. Zeigen Sie, dass mindestens die Hélfte der Worter ib8rJ{0,1} der Linge
hochstens n zufillig ist. ~ 10 Punkte

Sheet 2, 2022

Aufgabe 5

Geben Sie eine Funktion f: N — IN'\ {0} an, so dass fiir jﬁn € IN mindestens ein
Anteil von 7/8 der natiirlichen Zahlen kleiner als f(n) eine K gorov-Komplexitét von
mindestens 2n haben. 10 Punkte

Aufgabe 6
Zeigen Sie, dass es hochstens endlich viele Primzahlen geben kann, fe als zuféllige Zahlen
(im Sinne von Definition 2.19 im Buch) betrachtet werden kénnefs

Hinweis: Sie diirfen fiir den Beweis den Primzahlsatz verwenden. 10 Punkte

Sheet 2, 2023

Aufgabe 5
Zeigen Sie, dass es fiir jedes n € N und jedes ¢ < n mindestens 2%2’” natiirliche Zahlen
x in dem Intervall [27, 2" — 1] gibt mit K (z) > n — i. ' 10 Punkte

Sheet 2, 202U

Aufgabe 5
Sei n € IN. Zeigen Sie, dass die Kolmogorov-Komplexitét von mehr %)% der Worter in
{0,1}™ grosser als n — 8 ist. . 10 Punkte
Aufgabe 6

Zeigen Sie, dass kein Pascal-Programm existiert, welches als Input eine beliebige Zahl n € IN
entgegennimmt und dann ein Wort w € {0,1}" mit K(w) > n — 8 ausgibt. 10 Punkte

Sheet R 2024

Aufgabe 7

Zeigen Sie, dass es hochstens endlich viele Primzahlen geben kann, die als zuféllige Zahlen
(im Sinne von Definition 2.19 im Buch) betrachtet werden konnen. Hinweis: Sie diirfen fir
den Beweis den Primzahlsatz verwenden. 10 Punkte
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Aufgabe 12

Zeigen Sie unter Vewendung der angegebenen Methode, dass die folgenden Sprachen nicht
regulir sind.

(¢) Verwendung der Methode der Kolmogorov-Komplexitit:
Ly = {O(m | n e N}

15 Punkte

Sheet U, 2022

Aufgabe 12

(a) Verwenden Sie die Methode der Kolmogorov-Komplexitét, um zu zeigen, dass die
Sprache

Ly = {0"% | n e N}

nicht regulér ist.

Sheet &, 2023

Aufgabe 12

(a) Sei F,, die n-te Fibonacci-Zahl (rekursiv definiert durch Fy =0, F; =1 und F, 11 =
F, + F,_; fiir alle n > 1). Verwenden Sie die Methode der Kolmogorov-Komplexitéit,
um zu zeigen, dass folgende Sprache iiber dem Alphabet {0, 1} nicht regulér ist:

Ly ={0"|neN}

Sheet 5, 2023

Bonus-Aufgabe 1 (aolvaaceol l)

Wir wollen zeigen, dass das Pumping-Lemma manchmal méchtiger ist als die Methode
der Kolmogorov-Komplexitéit, wenn es um den Nachweis der Nichtregularitit gewisser
Sprachen geht. Wir betrachten zu diesem Zweck die Sprache

L=1{0,1}—{0"1" | n € N} .

(a) Verwenden Sie das Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen, um zu beweisen, dass
die Sprache L nicht regulér ist.

(b) Beweisen Sie ohne weitere Annahmen die Aussage von Satz 3.1 fiir L: Es existiert
eine Konstante ¢, so dass fiir alle Wérter z,y € {0,1}*

K(y) < [logy(n+1)] +c¢

gilt, falls y das n-te Wort in der Sprache L, ist.

Sheet S,, 2024

Aufgabe 13

(a) Verwenden Sie die Methode der Kolmogorov-Komplexitét, um die Nichtregularitét
der folgenden Sprache zu beweisen:

Ly = {ww | w e (0,1}



é—xokvl—\ @wzs{‘t‘omsi (‘H’\a"‘ Carcq G\Lou ‘Lo use Ko'w\oe,_ov\ov -—Cow\'p(&xl'lb>
- 2022: 5ay -2004: 4k

-2024: 509
-2044: 209



72 Pv*ovm uou-rcéu‘av"ﬁ. "-"‘C )CLH%MG%—& LB ng\w.q 33

Giw_m" /am%ua%,l L
Se\«ﬁ_H"- prove -H«oc" L s mnet regt«'aw usfwg_ Lew\w\q RB

\A’@ L\qu__ O\IV\QG\O(ﬂ Se e n L\ow ‘LO Pwou& al lovudb-

//ng'\o( on Hie anount o-(:- states o-p FCAs Lor

& 3 o /auguas,n_ ot Hee help of Lawma R, Do

" o v revmewmbhzr Hiee wote Hat cl\qlo‘l-c-— a4
F e prove e lo o b own ol o«ﬁ k=90, Hoo +
Lo m"‘uqkb Porove wou-m@ulart“’:*r? |/~)-°—“/ "'L"J
s o<ac+fj what Hos +A3Z<—'l'bfe. Leat's gJD(.

i. ofo o pro O‘C L’j QOK‘/‘T‘O\ ouc,h'oh PSsam e ‘Hf\a‘L L. 1r reg 0\/ ar
=P l\'/‘ ax:‘s‘l-; e PSA A W\L‘Hf\ LCA) = L | TZ\«‘J FSA L\q 3 (Q(
states Gohiel 's unkuown but constont).

2. usvku-‘H:)\A Gz‘»\o( (@'4-4 (,ooro(s LOg, —, Wiqis 1

2. becausa O‘F ﬂ& P"g).onlleli P"l‘kc,\'f ,Q, SO e Nov-ol; (2SN a\a—.d bd_s
toith  i¢) are end the same state.

4. «P.‘\.\o( a gc,cﬁ,‘x 2 such ‘I’Lq"‘ LXQ('H_Qj ohe o-p 4o ool s
Loy amel by NS L st the othan isud)

5. we lewmna 2.2 to ge - & contradiction P L wmust wot Le

f'e_é o\‘a’.



HOW

+o vg,v;l’ —CL\” 'po“n'lLS-'

M

5-‘-ou|-e ‘l"LoCl" you ore o(odp\s, Q. Pv-oo—F 103 c,ou\‘]‘ra\o(/t'c,‘(»@a an ol
*‘-'L&"' Lo asfUime ‘H’Lc*-'/' L I's V‘qu-low‘

state  Hued  sivee L 0 v*zg_u‘cw—, Hiee exists an FSA A
with LAY =L (ot has |Ql wany states).

wﬁl‘l'e D(QWV\ l@' + i b\b@fo(S (A),’_' AL, O\D|Q(+4_ (b-v Dk{'l‘l’l "(Aé,_ (A.?.‘B

S i‘aA‘e, "H'\OL"' Lv_caus e o# '{"Lw. Pt'g_n—ob\ L\Ol e Pv- ch a",o (e ' J-Ae_,z exist
oo wovals Wy, an A (ZS 1) ouc"“-\ ( <j '/'Lq + enod 7"1«& Sain <
S “‘o«{‘& o—p A .

che Lemuwa 22 andd state +Hit Lecause of His Lewma,
F&r ey su@‘x 2, tHe morols w32 and w2 endd i He
same state O‘F A T.u far"'l‘c.c\/qv-, alc'aamo(,{u.é_ on coheta
tHe state cccephing o~ weot, eltha beth roorels a-= 4

L or none 1'; .

Mrt“l‘& azewh ‘-/-Le .su\@‘sc ?;;,3 S(A(_L\ 4-L4l“_ Q,><Q<'H5 ohe o-p
‘/‘LQ b\sﬁv-a( s ao;%;,j ab\al p\.)_',?,-;,j 1S |'L\ L @u(&&(t_.l x-"ﬂ-'«‘LZ wLu\cA
owe (5 (4 L and wohiell one s wnot.

3“‘\,‘2- “H'A‘\"' ‘H—\.x‘f c‘S Q Cot—\“‘rO\o&:Q‘{'"eL‘/ o\)Lu‘cA (\M«FZI'Q; fz\q'/ L )

L\ov\-res_u,qr.

8< T:«IG[(.Q :

O(Ob\“" Cﬁr%_n_'l‘ an o-‘ {‘l\e qbove 'oo('l-lf; (szn He H.urial
sbateneats 2.9. js“a“kg_ Hot we oo o proof by c s Fraolic bl )

don-+ Qwarc(' o cte Llemma 2.%

a\-v( yon have H+rouble C»'uo&'v\; ‘H«& coords L) — , L (-

""‘"S-L"l_ LJP you ‘»Lo ‘(’Lul-\l< o-C ‘“\z -alo:/u[ué_‘- (Q'\A—uu"" e«lwqg!)
+L\Q rexu soq -per (% Id\l—\g_u\&‘}e. h.o+ ‘/\o l:.o_ V‘Qg,b\(qf‘ s Lc.cauw-e.
+L‘Q4’& IS SO o 3-0""" °‘p COUAM?L\\“\Q, +o LQ odoun = ' orocle~ ‘)Lb
\recoa_m‘te /‘L\A I%g_u\q% (-‘Lﬁ_ L-= ECCL;'c‘é/A/}/ 50&.\ L\‘(\.N '/‘o

cobeut | Hol gulodut of la's lat | Aol éga,.‘».h.z\ and check cole—
'H«ll.r ‘“-\JL /‘c‘g,L\i' qv\«ou\«.\" o-c- s Q)(ow) TLu'I LA > NUNC| Vl-fl-\é_ can hot
bbe ooune loj FSAs stce 'I‘LL» Lavie | L' 4e e ony . So,
wsually, taking 1QI+4  sords that Lave o oAffevent coun-
tev ol do ‘/“L\Q J\DL (e.g. w,'r—q" -fo:r L= SQ‘L;’{&/A}3).

f—C you go‘l— +H e w‘é_'»\“‘ w@po(s, usu\a((j a ;U\ﬁ@‘x I=IN -Cbr



whech W, T, & L ded lalso so\v"!k’#_b L] &) e L

Ex le Exerclses: Leun in
Sheet &4, 2024

Aufgabe 12

Zeigen Sie unter Vewendung der angegebenen Methode, dass die folgenden Sprachen nicht
regulér sind.

(a) Verwendung von Lemma 3.3:

Ly = {w € {a,b,c}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

Sheet &, 2022

Aufgabe 11

(a) Verwenden Sie eine direkte Argumentation iiber den Automaten (unter Verwendung
von Lemma 3.3 aus dem Buch), um zu zeigen, dass die Sprache

Ly = {a'¥’ | i,j € N und es gibt ein k € N so, dass j = k -4}

nicht regular ist.

Sheet 4, 20273

Aufgabe 11

(a) Verwenden Sie eine direkte Argumentation iiber den Automaten (unter Verwendung
von Lemma 3.3), um zu zeigen, dass folgende Sprache nicht regulér ist:

Ly ={a'V | i,j € N so dass j < i}

Sheet L(", 2024

Aufgabe 12

(a) Verwenden Sie eine direkte Argumentation iiber den Automaten (unter Verwendung
von Lemma 3.3 aus dem Buch), um zu zeigen, dass die Sprache

Ly = {w € {a,b,c}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

nicht regulér ist.
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Aufgabe 12

Zeigen Sie unter Vewendung der angegebenen Methode, dass die folgenden Sprachen nicht
regulér sind.

(b) Verwendung des Pumping-Lemmas:

Ly ={w € {0,1}" | |w|o # |w|1}

Sl«tze:" Lk, 2022

Aufgabe 11

(b) Verwenden Sie das Pumping-Lemma fiir reguléire Sprachen, um zu zeigen, dass die
Sprache

Ly = {wabw® | w € {a,b}*}
nicht regulir ist. Dabei bezeichnet wR die Umkehrung (Reversal) von w.

10 Punkte

Sheet 4! 2023

Aufgabe 11

(b) Verwenden Sie das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen, um zu zeigen, dass
folgende Sprache nicht regulir ist:

Ly = {wbbbv | w,v € {a,b}" mit |w|, =

v

a}
10 Punkte

Sheet 5, 2024

Aufgabe 12

(b) Verwenden Sie das Pumping-Lemma fiir reguliire Sprachen, um zu zeigen, dass die
Sprache

Ly = {wabw® | w € {a,b}*}
nicht regulr ist. Dabei bezeichnet wR die Umkehrung (Reversal) von w.

10 Punkte
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Sheet 5 2021

Aufgabe 13

Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Sprachen nicht reguldr sind.
(a) Ly = {u#v#w
(b) Ly = {0” | p ist eine Primzahl}

u,v,w € {0,1}" und Nummer(u) - Nummer(v) = Nummer(w)}

10 Punkte

Sheet 5 2022

Aufgabe 12

(b) Verwenden Sie eine beliebige der in der Vorlesung vorgestellten Methoden, um zu
zeigen, dass die Sprache

Ly = {w e {0,1}" | |ulo < |u|; fiir alle Préfixe u von w}
nicht regulér ist.

10 Punkte

Sheet €, 2022

Aufgabe 13
Sei L = {w; | i € N} C {0}* eine unendliche Sprache mit

[wit1] — [wi] > log, log, i

fiir alle ¢ € IN. Zeigen Sie, dass L nicht regulér ist. 10 Punkte

Sheet &, 20223

Aufgabe 12

(b) Verwenden Sie eine beliebige der in der Vorlesung vorgestellten Methoden, um zu

zeigen, dass folgende Sprache nicht regulér ist:

Ly = {w € {a,b,c}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}
10 Punkte

SLQ@,‘I’ 5 20273

Aufgabe 14

Im Folgenden sei L immer eine beliebige regulére Sprache iiber einem beliebigen Alphabet 3,
wobei # ¢ 3 ein zusétzliches unbenutztes Symbol ist. Beweisen oder widerlegen Sie folgende
Aussagen (indem Sie entweder einen méglicherweise nichtdeterministischen endlichen
Automaten fiir L; oder Ly angeben und informell dessen Korrektheit begriinden, oder
indem Sie ein konkretes Gegenbeispiel fiir L und > angeben und dann die Nichtregularitt
der zugehorigen Sprache L, oder Ly beweisen).

(a) Die Sprache L; = {v#wR | v,w € L} ist regulr fiir jedes regulire L und X.

(b) Die Sprache Ly = {w#wR | w € L} ist regulir fiir jedes regulire L und .
10 Punkte

Sheet 5 2024

Aufgabe 13

(b) Zeigen Sie, dass folgende Sprache nicht regulér ist:

Ly = {07 | p ist eine Primzahl}

5410 Punkte
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Aufgabe 16

(a) Wir betrachten das unendliche Hotel Hilbert. Alle Zimmer des Hotels sind belegt
und es kommen drei unendliche Busse mit neuen Gésten an. Einige der neuen Géste
haben unterschiedliche Reservierungswiinsche: Die Géste aus Bus 1 wollen unbedingt
ungerade Zimmernummern haben, jeder Gast aus Bus 2 will unbedingt mindestens
einen Zimmernachbarn haben, der auch mit Bus 2 angekommen ist. Beschreiben
Sie eine Strategie, nach der der Portier alle Géste unterbringen kann und dabei die
Wiinsche der Géste beriicksichtigt.

(b) Wir betrachten wieder das Hotel Hilbert und nehmen diesmal an, dass das Hotel
ganz leer ist. Da das néchtliche Umziehen fiir die Géste sehr unbequem ist, wollen wir
im Folgenden ohne Umaziehen auskommen. Wir nehmen an, dass zu einer beliebigen
abzédhlbaren Anzahl von Zeitpunkten jeweils eine Gruppe mit einer endlichen oder
abzihlbar unendlichen Anzahl von Gésten ankommt. Innerhalb jeder Gruppe sind die
ankommenden Géste durchnummeriert. Beschreiben Sie eine Strategie, mit der der
Portier die Géste so auf die Zimmer verteilen kann, dass niemals ein Gast umziehen
muss.

10 Punkte

Sheet & 20722

Aufgabe 24

Ein Frosch hiipft auf der Integer-Zahlengeraden entlang. Er startet am Punkt u € Z
und hiipft jede Nacht die gleiche Distanz s € Z — {0} in die gleiche Richtung (negative
Distanzen bedeuten Hiipfer nach links), tagsiiber verbleibt er auf der erreichten Zahl und
schlaft.

Sie wollen den Frosch fangen, kennen aber weder Richtung noch Geschwindigkeit des
Frosches, auch die Zahl, bei der er am ersten Abend beginnt, ist Thnen unbekannt. Sie
konnen sich dazu nicht einfach irgendwohin stellen und warten, bis der Frosch vorbeikommt
— schliesslich kénnen Sie ihn nachts nicht sehen, ausserdem konnte er ja auch in die andere
Richtung hiipfen und nie bei Thnen vorbeikommen. Stattdessen miissen Sie sich jeden Tag
fiir eine Zahl entscheiden und kénnen dann nachsehen, ob sich der Frosch dort befindet.
Falls er dort schlift, konnen Sie ihn einfach fangen.

Mit welcher Strategie konnen Sie die besuchten Zahlen wihlen, um den Frosch mit Sicherheit
nach endlicher Zeit zu fangen? 10 Punkte

Sheet 6, 2022

Aufgabe 16

(a) Wir betrachten das unendliche Hotel Hilbert. Alle Zimmer des Hotels sind belegt
und es kommen drei unendliche Busse mit neuen Gésten an. Einige der neuen Giste
haben unterschiedliche Reservierungswiinsche: Die Géste aus Bus 1 wollen unbedingt
ungerade Zimmernummern haben, die Géste aus Bus 2 wollen mindestens eine
Zimmernachbarin oder einen Zimmernachbarn haben, die oder der auch mit Bus
2 angekommen ist. Beschreiben Sie eine Strategie, nach der der Portier alle Géste
unterbringen kann und dabei die Wiinsche der Géste beriicksichtigt.

(b

=

Wir betrachten wieder das Hotel Hilbert und nehmen diesmal an, dass das Hotel
ganyz leer ist. Da das néchtliche Umziehen fiir die Géste sehr unbequem ist, wollen wir
im Folgenden ohne Umziehen auskommen. Wir nehmen an, dass zu einer beliebigen
abzéhlbaren Anzahl von Zeitpunkten jeweils eine Gruppe mit einer endlichen oder
abzdhlbar unendlichen Anzahl von Gésten ankommt. Innerhalb jeder Gruppe sind die
ankommenden Géste durchnummeriert. Beschreiben Sie eine Strategie, mit der der
Portier die Géste so auf die Zimmer verteilen kann, dass niemals ein Gast umziehen
muss.

10 Punkte

Aufgabe 17
Zeigen Sie, dass |[0,1]| = [P(Q")| gilt. Dabei bezeichnet P(S) = {5 | &' C S} die
Potenzmenge von einer gegebenen Menge S.

10 Punkte
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Aufgabe 14

(b) Verwenden Sie die Potenzmengenkonstruktion, um den folgenden nichtdeterminis-
tischen endlichen Automaten in einen dquivalenten deterministischen Automaten

umzuwandeln.

a,b b

Geben Sie den von IThnen konstruierten Automaten in Diagrammdarstellung an.
Dabei konnen Sie alle nicht erreichbaren Zustinde weglassen.

10 Punkte

Sheet 5 2022

Aufgabe 15
Verwenden Sie die Potenzmengenkonstruktion, um den folgenden nichtdeterministischen
endlichen Automaten in einen dquivalenten deterministischen endlichen Automaten umzu-

wandeln.

b
é

Geben Sie den von Thnen konstruierten Automaten in Diagrammdarstellung an. Dabei
kénnen Sie alle nicht erreichbaren Zustdnde weglassen. 10 Punkte

Sheet 5, 2022

Aufgabe 13

(b) Verwenden Sie die Potenzmengenkonstruktion, um den folgenden nichtdeterminis-
tischen endlichen Automaten in einen #quivalenten deterministischen endlichen
Automaten umzuwandeln.

b b

b X
a a
a
Geben Sie den von Thnen konstruierten Automaten in Diagrammdarstellung an.
Dabei kénnen Sie alle nicht erreichbaren Zustéinde weglassen.

10 Punkte
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Losung zu Aufgabe 4

(a) Wir definieren die Folge (z,,)%%, als z,, = 0% fiir jedes n € N — {0}. Es ist offenbar,
dass alle Worter x,, paarweise unterschiedlich sind.

Wir geben jetzt fiir jedes n € N — {0} ein Programm an, das x,, erzeugt:

begin
s = n;
j =1
for i := 1 to s do
joi=3*2;
for 1 :=1 to j do
write(0);
end.

Dieses Programm berechnet zuerst in einer Schleife j = 2". In einer weiteren Schleife
gibt das Programm dann 2" Mal das Zeichen 0 aus, was genau das Wort z,, ergibt.

Der einzige Teil des Maschinencodes des Programms, der von z,, abhéngt, ist die
Darstellung von n in der zweiten Zeile. Der restliche Programmcode hat eine konstante
Lénge. Also ist die bindre Liange des Programms hochstens [log,(n + 1)] + ¢ fiir eine
Konstante c.

Damit lasst sich die Kolmogorov-Komplexitiat von x,, von oben abschétzen durch
K(zn) < [logy(n+ 1)+ ¢ <logyn+ (c+1)

fiir eine Konstante c.

Die Linge von m,, ist |z,| = [0%"| = 2". Also gilt log, log, |x,| = logy n und somit
erhalten wir eine obere Schranke von

K(z,) <logylog, |z,] + (¢ + 1)

fiir die Kolmogorov-Komplexitéat von x,,.



(b) Wir zeigen indirekt, dass es keine solche Folge ()%, von paarweise unterschiedlichen
Wortern gibt. Nehmen wir an, (x,)>°; sei eine solche Folge. Dann gibt es eine
Konstante ¢ € IN, so dass fiir alle n € N — {0}

K<xn) S IOgQ \/ﬁ_'_ c

gilt.
Fiir ein fixes n € N — {0} und ¢ := log, v/n + ¢ gibt es hochstens

t
ZT’ — ot+l _ 1 — glogzVntetl _ | _ \/ﬁ~2c+1 1

1=0

Maschinencodes der Linge hochstens ¢, also kénnen hochstens y/n-2¢T! — 1 paarweise
unterschiedliche Worter durch Maschinencodes der Lénge hochstens ¢ erzeugt werden.
Fiir ein geniigend grosses n, das nur von der Konstante ¢ abhingt, gilt /n - 2¢71 —
1 < n, was im Widerspruch dazu steht, dass die n Woérter x4, ..., z, paarweise
unterschiedlich sind und K (x;) <t fiir alle i € {1,...,n} gilt, d.h., z1,..., 2, durch
Maschinencodes der Linge hochstens ¢ erzeugt werden.

Losung zu Aufgabe 5

Wir beweisen die Aussage indirekt. Somit gebe es also unendlich viele Zahlen in der Menge
{n? | n € IN}, die als zufillig angesehen werden kénnen. Nach Definition bedeutet dies,
dass es unendlich viele n € IN gibt, sodass

K(n?) > [logy(n®* +1)] —1>2-logyn — 1 (1)

gilt.

Ferner lisst sich die Zahl n? fiir jedes n € IN mit einem Programm C,, berechnen, das die
biniire Kodierung von n enthilt, die Zahl n? berechnet und anschliessend ausgibt. Alle
Bestandteile dieses Programms mit Ausnahme der Kodierung von n haben eine konstante
Lénge, also hat C,, die binére Liange [logy(n+1)]+c < log, n+ (c+1) fiir eine Konstante c.
Es folgt, dass

K(n?) < logyn + (c+ 1) (2)

gilt.
Aus den beiden Schranken (1) und (2) fiir die Kolmogorov-Komplexitét ergibt sich, dass

2-logon — 1 <logyn+ (c+1)
fiir unendlich viele n € IN gelten muss. Hieraus folgt wiederum, dass fiir diese n auch
logom < c+2

gelten muss, was unmoglich ist, da ¢ eine Konstante ist und log, n mit n beliebig wéchst.
Somit ist unsere Annahme falsch und die zu beweisende Aussage folgt.

Losung zu Aufgabe 6

Offenbar gibt es ein Programm Ay, das fiir ein gegebenes Wort x € 3§ ., entscheidet, ob
x € L gilt. Nach Satz 2.2 aus dem Buch gilt damit fiir das kanonisch n-te Wort z,, aus L

K(z,) < [logy(n+1)] + ¢ <logyn+ (c+1)

2



fiir eine von n unabhéngige Konstante c.

Wir schétzen nun n in Abhéngigkeit von |z, | ab, indem wir die Anzahl Wérter der Form
1°071% abschiitzen, deren Linge i + j + k hochstens |x,| betriigt. Die ersten n Worter
T1,...,%, aus L in der kanonischen Reihenfolge haben die Form 1:071% mit i+ j + k < |x,,|,
ausd + j + k < |z, folgt, dass i, j, k < |z, gilt, und deshalb gilt n < |z, |*. Daraus folgt
schliesslich, dass

K(z,) <logon+ (c+1) < log, |z, ]2 + (c+ 1) = 3 -logy |zn| + (c+ 1)

Bemerkung: Man konnte eine alternative Losung vorschlagen, in der ein Programm einfach
die drei Werte 7, 7 und k als variable Teile enthélt und daraus die Ausgabe berechnet.
Leider ist dies nicht so einfach moglich, wie es zunédchst scheint. Weil 4, 7 und & beliebige
natiirliche Zahlen sein kénnen, kann ihre binédre Darstellung in manchen Féllen mit der
ASCII-Darstellung giiltiger Programmfragmente iibereinstimmen. Wir miissten also dem
Compiler mitteilen kénnen, wo genau die Werte 4, 7 und k£ im Programm stehen, die nicht
als Programmtext interpretiert werden sollen. Fiir eine einzelne Zahl ¢ konnen wir dies tun,
indem wir die Langen der konstanten Programmteile davor und dahinter mit konstantem

Platz (z. B. in ASCII-Kodierung) angeben. Ab zwei Zahlen variabler Lénge ist aber auch
mit der Angabe von mehreren solchen konstanten Léngen eine eindeutige Interpretation
des Programms noch nicht gewéhrleistet. Es konnte passieren, dass es mehrere Stellen
gibt, an denen man die Zahlen voneinander trennen kann.

Deshalb muss man die Zahlen 7, j und k selbstbeschrankend kodieren (vgl. die Kodierung im
Beweis des Pimzahlsatzes), was aber allgemein zu einer grosseren Lénge des Maschinencodes
fithrt. Die einfachste selbstbeschréinkende Kodierung liefert einen Maschinencode der Léange

- (logy i + logy 7 + log, k) + ¢ fiir eine Konstante ¢, was eine Léange bis zu 6 - log, |x,| + ¢
ergibt.
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Losung zu Aufgabe 7

Nach Definition 2.19 aus dem Buch heisst ein Wort w € {0, 1}* zufillig, wenn K (w) > |w|
gilt. Wir zeigen im Folgenden mit einem einfachen Abzéhlargument, dass fiir mindestens
die Hélfte aller Worter w € {0,1}* mit 0 < |w| < n sogar gilt, dass K(w) > n. Damit
folgt unmittelbar die Behauptung.

Es gibt Y1 2" = 2" — 1 Worter iiber {0, 1} der Linge hochstens n.

Auf der anderen Seite gibt es Y'; 2 = 2" — 1 Worter {iber {0, 1} der Linge hochstens
n — 1. Damit gibt es auch hochstens 2" — 1 Bindrkodierungen von Programmen der Lénge
hochstens n — 1. Da zwei unterschiedliche Worter von unterschiedlichen Programmen
ausgegeben werden miissen, gibt es also hochstens 2™ — 1 < % - (2"t — 1) Wérter mit einer
Kolmogorov-Komplexitét von hochstens n — 1. Damit folgt sofort die Behauptung.

Losung zu Aufgabe 8
(a) Es gilt

Ly ={w € {a,b}" | (Jw|s +2 Jw|y + 1) mod 3 # 1}
={w € {a,b}" | (Jw|s — |w|p) mod 3 # 0}.

Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache L:

Dieser Automat zidhlt einfach die Buchstaben in der Eingabe modulo 3, wobei
entsprechend der geforderten Bedingung jedes a positiv und jedes b negativ gezahlt
werden. Damit gilt fiir die Klassen, dass

Klp] = {w € {a,b}" | (Jwla — |w]s) mod 3 = i}
fiir i € {0,1,2}.



(b) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

Ly = {w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort bab nicht} .

b a,b

a

a

Der Automat arbeitet mit denselben Transitionen wie ein Automat, der einfach das
Muster bab in der Eingabe sucht. Im Zustand ¢; wurde an der aktuellen Position der
Eingabe bereits ein Préfix der Lange i des Musters gefunden. Weil der Automat alle
Worter akzeptieren soll, die das Muster nicht enthalten, sind alle Zustande bis auf g3
akzeptierend.

Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zustéande:

Kl[gs] = {a,b}" — Lo,
Kl[gs] = {zba | x € {a,b}*} N Ly,
Kliga] = {2b| x € {a,b}*} N Ly,

Kilgo] = {a,5}" — | Kllgi.

i=1

Man bemerke, dass es oftmals hilfreich ist, die Reihenfolge der Klassenbeschreibungen
geschickt auszuwihlen.

Losung zu Aufgabe 9

(a) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

L ={w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba} .

Beim Lesen der Buchstaben in w von links nach rechts kommt ab genau fiir jeden
Wechsel von a nach b einmal als Teilwort vor und analog ba genau einmal fiir jeden
Wechsel von b nach a. Somit kommen ab und ba genau dann gleich oft in w als

2



Teilwort vor, wenn w entweder das leere Wort A ist oder w mit demselben Buchstaben
beginnt dem es endet. Letztere Bedingung ist insbesondere fiir w = a und fiir w = b
erfiillt. Wenn w mit a beginnt, priift der Automat in den beiden oberen Zusténden,
ob der zuletzt gelesene Buchstabe mit dem zuerst gelesenen iibereinstimmt. Wenn w
mit b beginnt, tut er dasselbe in den beiden unteren Zustéanden.

(b) Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zusténde:

Kllgo] ={A} und
Kl[gs,] = {w € {a,b}" | w beginnt mit  und endet mit y} fiir alle z,y € {a, b}.
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Losung zu Aufgabe 10
Die in der Aufgabenstellung gegebene Sprache L lésst sich schreiben als L = L U Ly mit

Ly ={w € {a,b}" | Jw|, mod 3 = |w| mod 3}
= {w € {a,b}" | |w|, mod 3 = (|wl|, + |w|,) mod 3}
= {w € {a,b}" | |w|p mod 3 =0}
Ly = {w € {a,b}" | w enthélt das Teilwort ab und w endet mit b} .

Fiir die Sprache L; lisst sich der folgende Automat A; konstruieren:

Dieser Automat z#hlt in seinen Zusténden den Wert von |w|, modulo 3. Es gilt fiir
i€{0,1,2}, dass

Klg:] = {w € {a,b}" | |w|, mod 3 = i}.

(bitte wenden)



Fiir die Sprache Lo lésst sich der folgende Automat A, konstruieren:

Die Zusténde p, fiir z € {\, a,ab} geben an, welches lingste Prifix des gesuchten Musters
ab aktuell gelesen wurde, pg;, ist der akzeptierende Zustand. Der Zustand py,, wird erreicht,
wenn das Muster ab bereits gefunden wurde und das aktuell gelesene Prifix des Wortes
mit a endet. Damit ergeben sich die folgenden Klassen:

Klp\] = {6},

Klp,] = {zay | x € {b}* und y € {a}"},
Kl[pa| = Lo,
Kl[papa) = {a,b}* — | JKl1[p.].

ze{\,a,ab}

Mit der Methode des modularen Entwurfs kann man nun aus A; und A, den folgenden
Produktautomaten A konstruieren, der die Sprache L = LU Lo akzeptiert. Zur einfacheren
Darstellung verwenden wir die Notation r,, = (ps, q,). Weil dies ein Produktautomat
fiir die Vereinigung von zwei Sprachen ist, sind alle Zustéinde akzeptierend, die einen
akzeptierenden Zustand aus einem der beiden Teilautomaten enthalten, also die zu qq
gehorige Spalte und die zu p,;, gehorige Zeile.



Losung zu Aufgabe 11

Um zu zeigen, dass jeder endliche Automat, der die Sprache L akzeptiert, mindestens 5
Zustinde benétigt, bestimmen wir 5 Worter wq, ..., ws und zeigen, dass diese in einem
solchen Automaten in 5 paarweise verschiedene Zusténde fithren miissen. Falls es einen
endlichen Automaten gibt, den das Lesen von zwei verschiedenen Wértern w; und w; in
denselben Zustand fiihrt, dann gilt nach Lemma 3.3 aus dem Buch fiir jedes z € ¥*, dass
dann auch w;z und w;z den Automaten in denselben Zustand fithren. Wir zeigen, dass
dies fiir einen Automaten mit weniger als 5 Zustédnden nicht moglich ist, indem wir fiir je
zwei verschiedene Worter w; und w; ein Wort z; ; angeben, so dass

Wiz j € L(A) — WjZi;j ¢ L(A) . (1)

Wir wihlen die fiinf Worter wq, = A\, we = a, w3 = b, wy = ab und ws = ba.

(bitte wenden)



Die folgende Tabelle gibt fiir alle Paare (w;, w;) mit i < j jeweils ein Wort z; ; an.

Zij|we=a ws=0b wy=ab ws=ba
w; = A b a A A
Wy = a - a A A
w3 =b — — A A
wy = ab — — - a

Es ist einfach zu sehen, dass diese Worter die Bedingung (1) erfiillen, zum Beispiel ist
wyzy5 = aba € L(A), aber wsz45 = baa ¢ L(A).

Losung zu Aufgabe 12

(a) Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache
Ly ={w € {a,b,c}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

nicht reguléar ist. Angenommen, L; sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
A=(Q,{a,b,c},0,q, F) mit L(A) = L;. Sei m = |@Q|. Wir betrachten die Worter

\, abe, (abc)?, . .., (abc)™ .

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A Zusténde hat, gibt es 7,7 €
{0,...,m} mit i # j, so dass

3(go, (abe)’) = b(go, (abe)’) .

Nach Lemma 3.3 gilt nun fiir alle z € {a, b, c}*, dass
(abc)'z € Ly <= (abc)’z € L.

Die Wahl von z = (bac)® fiihrt aber zum Widerspruch, weil
(abc)'z = (abe)'(bac)' € Ly

und (abe)’z = (abc)? (bac)' ¢ Ly gilt. Also ist die Annahme falsch und L; ist nicht
regulér.

(bitte wenden)



(b)

Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache

Ly ={w € {0,1}" [ |wlo # |w]i }

nicht regulér ist. Angenommen, L, sei regulédr. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass sich jedes Wort w € {0, 1}*
mit |w| > ng in drei Teile y, z und z zerlegen ldsst, so dass

L. |y:13] S Ny,

2. |z| > 1 und

3. entweder {yx*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.
Wir wihlen das Wort w = 0™ 1"0. Offenbar gilt |w| > ng. Also muss es eine Zerlegung
w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfiillt. Wegen (i) gilt

lyz| < ng, also ist y = 0' und & = 0™ fiir I, m € IN mit [ +m < ng, also insbesondere
m < ng. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w ¢ Lo, gilt nach (iii), dass auch

{yzFz | k € N} = {omotCt=tmymo | b e NY N Ls=0.

Dies ist aber ein Widerspruch, da yz?z = 0™*™1"% € L,. Also ist die Annahme
falsch und Ly ist nicht regular.

Wir verwenden die Methode der Kolmogorov-Komplexitédt, um zu zeigen, dass die
Sprache
2n

L=1Ly={00) | neN}

nicht regulér ist. Angenommen, L3 sei reguldr. Fiir alle n > 1 definieren wir

s ()G = GO ) = G - 0).

Fiir jedes m € IN ist also 02! das erste Wort in der Sprache

2m
m

L oy, ={y] oGty e L}
0 m
Nach Satz 3.1 aus dem Buch existiert eine Konstante ¢, unabhéngig von m, so dass
K041 < log,(1+1)] +c=1+c.

Da es nur endlich viele Programme der konstanten Lange hochstens 1 + ¢ gibt,
aber unendlich viele Worter der Form 027! ist dies ein Widerspruch. Also ist die
Annahme falsch und L3 ist nicht regulér.
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Losung zu Aufgabe 13

(a) Sei Ly = {u#v#w | u,v,w € {0,1}" und Nummer(u) - Nummer(v) = Nummer(w)}.
Wir zeigen die Nichtregularitdt von L; mit Hilfe von Lemma 3.3 sowie mit dem
Pumping-Lemma. Da L, iiber einem Alphabet der Grosse 3 definiert ist, ist die
Methode der Kolmogorov-Komplexitat nicht unmittelbar anwendbar.

Beweis mit Hilfe von Lemma 3.3. Angenommen, L; sei regulédr. Dann gibt es einen
Automaten A; = (Q,{0,1,#},6,qo, F) mit L(A;) = Ly. Sei m = |Q]. Wir
betrachten die Worter

VAL, P13, PHI#, . 1 L

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustdnde hat, gibt es
i,j€{l,...,m+ 1} mit i < j, so dass

0(qo, U#1#) = 0(qo, V#14).
Nach Lemma 3.3 gilt nun fiir alle z € {0, 1, #}*, dass
U'#l#z € L1 <= V#1#z€ L.

Die Wahl von z = 1! fiihrt aber zu einem Widerspruch, weil 1'#1#z =
V#1#1° € Ly und V#1#2 = VU#1#1" ¢ Ly gilt. Also ist die Annahme
falsch und L, ist nicht regular.

Beweis mit Hilfe des Pumping-Lemmas Angenommen, L; sei reguldr. Dann exis-
tiert nach dem Pumping-Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass
sich jedes Wort w € {0, 1, #}* mit |w| > ng in drei Teile y, x und z zerlegen
lasst, so dass

(i) |z|] > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C L; oder {yz*z | k € N} N L, = 0.



Wir wihlen das Wort w = 1" #141m. Offenbar gilt |w| > ng. Also muss es
eine Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii)
erfiillt. Wegen (i) gilt |yz| < nyg, also ist y = 1! und x = 1™ fiir [,m € IN mit
m < ng. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Ly, gilt nach (iii), dass auch

{yazFz | k € N} = {1mot=Dmayquqmo | L c N} C L, .

Dies ist aber ein Widerspruch, da yz?z = 1" "#1#1™ ¢ L;. Also ist die
Annahme falsch und L, ist nicht regulér.

(b) Sei Ly = {07 | p € N ist eine Primzahl}. Wir zeigen die Nichtregularitit von Lo
zunéchst mit Hilfe des Pumping-Lemmas.

Beweis mit Hilfe des Pumping-Lemmas Angenommen, Ly sei reguldr. Dann exis-
tiert nach dem Pumping-Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass
sich jedes Wort w € {0}* mit |w| > ng in drei Teile y, x und z zerlegen lasst,
so dass

(1) |yz| < no,
(ii) |z| > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.

Wir wihlen das Wort w = O fiir eine Primzahl p > ng. Offenbar gilt |w| > ny.
Also muss es eine Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii)
und (iii) erfiillt. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Lo, gilt nach (iii), dass
auch

{yzFz | k e N} = {opr*=Um | L e N} C L, .

Wir wihlen k = p + 1. Damit ist ya*z = op+=m = grtrm — gp(m+1)  Damit
erhalten wir einen Widerspruch, weil p- (m+ 1) keine Primzahl ist; man beachte,
dass m > 0. Also ist die Annahme falsch und L ist nicht regulér.

Eine Konsequenz aus dem Primzahlsatz. Wir kénnten die Nichtregularitdt von Lo
auch mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitdt oder mit Hilfe von Lemma 3.3
zeigen. Dafiir bendtigen wir allerdings den Primzahlsatz (Satz 2.3 im Buch),
den wir in dieser Vorlesung nicht bewiesen haben. Aus dem Primzahlsatz folgt,
dass der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen beliebig
gross werden kann: Wire dieser Abstand durch eine Konstante £ € IN nach
oben beschrinkt, dann gédbe es mindestens n/k Primzahlen unter den ersten
n natiirlichen Zahlen im Widerspruch zum Primzahlsatz, der besagt, dass es
ungefihr n/Inn solche Primzahlen gibt.

Wir verwenden diese Beobachtung nun, um mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitét
zu zeigen, dass Lo nicht regulér ist.

Beweis mit Hilfe der Methode der Kolmogorovkomplexitit. Angenommen, [ =
Ly sei reguliir. Sei p,, die m-te Primzahl. Dann ist 0Pm+17P»~1 das erste Wort
in der Sprache

Lowm1 = {y | 0Py € L},

Nach Satz 3.1 aus dem Buch existiert eine Konstante ¢, unabhéngig von m, so
dass

K (o7 h) < flogy(1+1)] +c=1+c.

2



Da es nur endlich viele Programme der konstanten Léange hochstens 1 + ¢ gibt,
aber nach der obigen Folgerung aus dem Primzahlsatz unendlich viele Worter
der Form 0Pm+1=Pm=1 ist dies ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch
und L, ist nicht regular.

Wir konnen diese Folgerung aus dem Primzahlsatz ebenfalls verwenden, um mit
Hilfe von Lemma 3.3 zu zeigen, dass Ly nicht regulér ist.

Beweis mit Hilfe von Lemma 3.3. Angenommen, L, sei regulér. Dann gibt es einen
Automaten A; = (Q,{0},9,qo, F') mit L(Az) = L. Sei m = |@Q|. Wir wihlen
m+1 verschiedene Primzahlen py, . .., py,, o, dass die Differenzen p;, , —p;;, also
die Abstédnde zur néachstgrosseren Primzahl, paarweise verschieden und — ohne
Beschiankung der Allgemeinheit — monoton aufsteigend sind. Solche Primzahlen
existieren nach der oben beschriebenen Folgerung aus dem Primzahlsatz. Dann
betrachten wir die Worter

Y4} Y4} Y4}
0P, 0P, ..., OPim .

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustédnde hat, gibt es
i,7 € {0,...,m} mit i < j, so dass

045 (G0, 07'5) = 8.4, (qo, O7).

Nach Lemma 3.3 gilt nun fir alle z € {0}*, dass
0Piz € Ly <= 0"z € Ly.

Die Wahl von z = 0P+ 7% fithrt aber zum Widerspruch, weil
0Ptz = 0Pt € Ly

und 075 z = OP5 TP ™) ¢ [, gemiiss der Voraussetzung iiber die gewéhlten
Primzahlen gilt. Also ist die Annahme falsch und L, ist nicht regulér.

Losung zu Aufgabe 14

(a) Der folgende nichtdeterministische endliche Automat M akzeptiert die Sprache

L={xe€{0,1}" | |x]o mod 3 = 0 oder x = 1y01 fiir y € {0,1} "} .




Dieser Automat besteht aus zwei Teilautomaten fiir die beiden Sprachen
Ly ={z €{0,1}" | |z|o mod 3 = 0}

und
Ly={xe€{0,1}" | x = 1y01 fiir y € {0,1}*}

mit L; U Ly = L. Vom Startzustand ¢y aus verzweigt M nichtdeterministisch in einen
der beiden Teilautomaten. In den Zusténden pg, p; und py zéhlt M die Anzahl der
Nullen im Eingabewort modulo drei. Falls diese Zahlung 0 ergibt, ist die erste der
zwei Bedingungen von L erfiillt und M akzeptiert die Eingabe im Zustand py. In den
Zusténden ¢, bis gy sucht M das Muster y01 fiir die zweite Bedingung von L. Dabei
entscheidet M im Zustand ¢, nichtdeterministisch, wann das Suffix 01 beginnt. Das
Prifix 1 des Gesamtmusters 1901 wird bereits beim Ubergang von ¢y nach ¢; gelesen.
Der Zustand gy muss akzeptierend sein, weil das leere Wort A in L; C L liegt.

Die Anwendung der Potenzmengenkonstruktion auf den auf dem Aufgabenblatt
gezeigten nichtderministischen endlichen Automaten ergibt den folgenden determi-
nistischen endlichen Automaten A. Dabei wurden alle nicht erreichbaren Zusténde
weggelassen. Zur einfacheren graphischen Darstellung wurde die Beschriftung der
Zusténde verkiirzt, pgr steht zum Beispiel fiir den Zustand ({p, ¢, 7}).

(bitte wenden)



Losung zu Aufgabe 15

(a) Da Ly und Ly reguldre Sprachen sind, existieren endliche Automaten

A = (Qh {a, 5}7517610,1,F1) und Ay = (QQa{avb}752>QO72aF2>

mit L(A;) = L; und L(As) = Ly. Wir geben einen endlichen Automaten A mit
L(A) = L an, woraus die Regularitét von L = Li{c}Ly folgt. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit seien die Mengen @1, Q2 und {¢s} paarweise disjunkt, wobei g
einen zusétzlichen Zustand bezeichnet. Sei A = (Q1 U Q2 U {¢s}, {a, b, c},0,q0.1, F»)
mit

d(q,s) = ¢ fiir alle s € {a, b} und g € Q1 mit d;(q,s) = ¢,
6(g; s)
(¢,0)
(g, ¢)
(

/

= ¢ fiir alle s € {a,b} und ¢ € Q3 mit d2(q, s) = ¢,
= qo fiir alle ¢ € F7,

(=%

d(q,c) = g fiir alle g € (Q1 — F1) U Q2 und
d(gs, ) = gs fiir alle s € {a, b, c}.

Der Automat A funktioniert also beim Einlesen von Buchstaben aus {a, b} zunéchst so
wie der Automat A;, mit dem Unterschied, dass in A die Zusténde F; C ()1 nicht mehr
akzeptierend sind. Wird in einem der Zustédnde von F} ein ¢ gelesen, geht der Automat
A zum Startzustand ¢po von Automat A, {iber und funktioniert dann genau so wie
A,, solange nur Buchstaben aus {a, b} gelesen werden. Wird in irgendeinem Zustand
ausserhalb von F} ein ¢ gelesen, geht der Automat A in einen nicht akzeptierenden
Senkenzustand ¢ iiber und bleibt dort, egal was sont noch gelesen wird. Somit
werden genau die Worter in Ly{c} Ly = {wjcws | wy € L1, wy € Ly} akzeptiert.

(b) Da L regulér ist, existiert ein endlicher Automat A = (Q, %, 6, qo, F') mit L(A) = L.
Wir beschreiben einen endlichen Automaten AR mit L(AR) = LR, was die Aussage
beweist.

Wir nehmen zunéchst an, dass A genau einen akzeptierenden Zustand hat, also F' =
{f} fiir ein f € Q. In diesem Fall reicht es aus, einfach alle Transitionen umzudrehen.
Formal entsteht dabei im Allgemeinen ein nichtdeterministischer endlicher Automat

AR =(Q, %, 0%, f,{qo}) mit

R(q,5) ={qd € Q|6(¢,s) = ¢} firralle s € ¥ und ¢ € Q.

Dieser Automat akzeptiert offenbar LR und wir kénnen ihn mit der Potenzmen-
genkonstruktion (Satz 3.2) auch in einen #quivalenten deterministischen endlichen
Automaten umwandeln.

Wenn der Automat A nicht genau einen akzeptierenden Zustand hat, dann definieren
wir Ay = (2,Q, q0, 9, {f}) fiir jeden Zustand f € F' und beobachten, dass L(A) =
Uyser L(Ay). Somit kénnen wir die obige Konstruktion |F'| Mal anwenden, um fiir
jedes f € F einen deterministischen endlichen Automaten AR mit L(AF) = L(Af)R zu
erhalten, und die gewonnenen Automaten dann zu einem grossen Produktautomaten

AR kombinieren, der die Sprache L(AR) = Upcp L(AF) = (UfeF L(A))R erkennt.
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Losung zu Aufgabe 4

(a) Wir geben zunéchst fiir jedes n € N — {0} ein Pascal-Programm an, das w,, erzeugt:

begin
S:=n;
S:= 2%sS*s*s;
ji=1;
for i:=1 to s do
ji=j*3;
for i:=1 to j do
write(010);
end.

Dieses Programm berechnet zuerst s = 2n3, womit dann in einer Schleife j = 32n®
berechnet wird. In einer weiteren Schleife gibt das Programm dann 3% Mal die
Zeichenfolge 010 aus, was genau das Wort w,, ergibt.

Wenn wir die Operation ~ fiir die Exponentiation zulassen (dies ist nicht urspriingliche
Pascal-Syntax, wir wollen diese Notation aber im Folgenden verwenden, um die
Programme lesbarer darzustellen), erzeugt auch das folgende Programm das Wort
Wy
begin

s:= n;

s:= 37 (2%s*s*s);

for i:=1 to s do

write(010);

end.

Der einzige Teil des Maschinencodes dieser beiden Programme, der von w,, abhéngt,
ist die Darstellung von n in der zweiten Zeile. Der restliche Programmcode hat eine
konstante Lange. Also ist die bindre Liange dieser Programme hochstens [log,(n +
1)] + ¢ fiir eine Konstante c.

Damit lésst sich die Kolmogorov-Komplexitdat von w, von oben abschétzen durch

K(wy) < [logy(n+1)] +¢



fiir eine Konstante c.
Die Linge von w, ist |w,| = [010] - 32*" = 32’1 Also gilt log, |w,| = 2n® + 1 und

somit n = \3/ (logs |w,| — 1)/2 und wir erhalten eine obere Schranke von

K () < [logs 1+ /(logs [wal = 1)/2 ) | + ¢ < [log, log, fun] + ¢

fiir die Kolmogorov-Komplexitiat von w,, fiir eine Konstante ¢

(b) Wir definieren die Folge von Wértern i, ys, ys, . . . durch y; = 02 fiir alle i e IN.

Offensichtlich gilt 13 < yo < y3 < ... und wir haben i = log, log; log, |y;| fiir alle
i > 1.
Nun konstruieren wir fiir jedes y; ein Pascal-Programm C}, das y; erzeugt:
begin

k:= 273;

k:= 27(37k);

for j:=1 to k do

write(0);

end.

In diesem Programm wird zuerst in zwei Schritten der Wert k = 23* herechnet und
dann werden in der for-Schleife k& Nullen geschrieben. Der Teil des Maschinencodes
von C;, der von y; abhéngt, ist nur die Darstellung von ¢. Der Maschinencode fiir die
Darstellung des restlichen Programms hat also nur eine konstante Lénge, wahrend
die binére Kodierung von i die Lénge [log,(i + 1)| < 2 + log, ¢ hat. Damit folgt

K(y;) <logyi+c
= log, log, logg log, ([yi]) + ¢

fiir eine Konstante c.

Losung zu Aufgabe 5

Wir wihlen f(n) = 2?"*3. Es gibt 2?"*3 natiirliche Zahlen, die kleiner als f(n) sind. Es
ist zu zeigen, dass maximal ein Achtel dieser Zahlen — also maximal 22" davon — eine
Kolmogorov-Komplexitét kleiner als 2n haben.

Die Anzahl der unterschiedlichen Programme der Lange kleiner als 2n ist hochstens

2n—1

Yo 2l =2"—2,
j=1

da es fiir jede Lange nicht mehr Maschinencodes als nichtleere Binérstrings geben kann.
Also gibt es maximal 2** — 2 Worter w mit K(w) < 2n. Da alle natiirlichen Zahlen
paarweise verschiedene Bindrdarstellungen haben, gibt es also hochstens 22® — 2 Zahlen
mit einer Kolmogorov-Komplexitit kleiner als 2n.

Losung zu Aufgabe 6

Wir beweisen die Aussage indirekt. Somit gebe es also eine unendlich grosse Anzahl von
Primzahlen, die als zufillig angesehen werden konnen. Nach Definition bedeutet dies, dass
es unendlich viele k£ € IN — {0} gibt, sodass

K(pr) > MNogy(pr + 1)1 — 1 > logy(pr) — 1 (1)

2



gilt, wobei pj die k-te Primzahl ist.

Ferner ldsst sich die m-te Primzahl p,, fir jedes m € IN — {0} mit einem Pascal-
Programm (), berechnen, das die bindre Kodierung von m enthélt, alle natiirlichen
Zahlen in aufsteigender Reihenfolge darauf testet, ob sie prim sind (Sieb des Eratosthe-
nes) und die m-te gefundene Primzahl ausgibt. Alle Bestandteile dieses Programms mit
Ausnahme der Kodierung von m haben eine konstante Lénge, also hat ), die Léinge
[logy(m 4+ 1)] 4+ ¢ < logy m + ¢ fiir Konstanten ¢ und ¢ = ¢ + 1.

Sei n € N und sei Prim(n) die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich n. Nach dem
Primzahlsatz gilt fiir alle n > 67, dass

n
Pri < .
rim(n) lnn—%

Da nach Definition wiederum m = Prim(p,,) ist, erhalten wir

. Pm
Prim(p,,) =m< ———=
(Pr) =1 < o) — 2
und schliesslich
K(pm) < log, <pmg> + ¢ = logy(pm) — logy <ln(pm) - 3) +c. (2)
In(p,) — 5 2

Aus den beiden Schranken (1) und (2) fiir die Kolmogorov-Komplexitét ergibt sich, dass

3
logy(pr) — 1 < logy(p1) — log, (111(191) - 2) +c
fiir unendlich viele [ € IN gelten muss. Hieraus folgt wiederum, dass fiir diese [ auch
3 /
log, (hl(pl) - 2) <c+1

sein muss, was unmoglich ist, da ¢’ eine Konstante ist und log,(In(p;) — 3/2) mit p; wéchst.
Somit ist unsere Annahme falsch und die zu beweisende Aussage folgt.
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Losung zu Aufgabe 7

(a) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

Ll = {xbbya S {avb}* ‘ T,y € {a’v b}*}

Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zustéande:

Klg] = {wa € {a,b}" | w enthilt nicht bb} U {\},
l[q1] = Kl[go] - {6},
las] =
[42] =

o

1 qs L
Kl[g] = {a, b} — (Kl[go] U Kl[g:1] U Kl[gs]) -

Man beachte, dass es hilfreich sein kann, die Reihenfolge der Klassenbeschreibungen
geschickt zu wahlen.

(b) Wir betrachten die Sprache
= {w € {a,b}* | (Jw|s)™? =0 mod 2}.

Sei k = |w|, und [ = |w|p,. Wir betrachten zwei Félle und vereinfachen so die
Beschreibung der Sprache:
1. Falls [ = 0, dann k! = k0 = 1.
2. Falls [ > 1, dann &' = k mod 2.
(a) Falls [ > 1 und k = 2n, dann k' = (2n)! = 2'n!, also k! = 0 mod 2.



(b) Falls I > 1 und k = 2n + 1, dann k' = (2n + 1)) = 5L, (})(2n)" =
1+ 222:1 (E)Qiflni, also k' = 1 mod 2.

Wir konnen die Sprache L, umformulieren zu

Ly ={w € {a,b}" | |lw|p > 1 und |w|, = 0 mod 2} .

Der folgende Automat akzeptiert Lo.

Die beiden Zustidnde gg und ¢y akzeptieren nicht, weil [ = 0. In ¢; ist die Anzahl der
a gerade und mindestens ein b enthalten, also &' = k = 0 mod 2. In ¢; ist die Anzahl
der a ungerade und mindestens ein b enthalten, also &' = k = 1 mod 2.

Losung zu Aufgabe 8
Die in der Aufgabenstellung gegebene Sprache L lisst sich schreiben als L = L U Ly mit

Ly ={w € {a,b}" | w=ya},
Ly ={w € {a,b}" | |w| = 2}.

Fiir die Sprache L; lisst sich der folgende Automat A; konstruieren:




Fiir die Sprache Lo lésst sich der folgende Automat A, konstruieren:

Es gilt
KI[PO] = {b}*,
Ki[p] = Kl[po] - {a} - {b}",
Kl[py] = Lo,
Kl[ps] = {a,b}" — (Kl[po] U Kl[p:] U Kl[p,]).

Mit der Methode des modularen Entwurfs kann man nun aus A; und A, den folgenden
Produktautomaten A konstruieren, der die Sprache L = LU Ly akzeptiert. Zur einfacheren
Darstellung verwenden wir die Notation r,, = (p,,q,). Weil dies ein Produktautomat
fiir die Vereinigung von zwei Sprachen ist, sind alle Zusténde akzeptierend, die einen
akzeptierenden Zustand aus einem der beiden Teilautomaten enthalten.



Der Zustand rq; ist vom Startzustand aus nicht erreichbar, kann also auch weggelassen
werden.

Losung zu Aufgabe 9
(a) Wir betrachten die Sprache

Ly = {zd" € {a,b}* |z € {b}* Ak = (Jz|* mod (|z| —2)) Ak < 3 < |z| < 10}.

Durch einfaches Ausrechnen erhalten wir fiir 3 < |z| < 10, dass

1 falls |z] =5
kF=4¢4 falls 7 <|z| <10.
0 sonst

(Man beachte hierfiir, dass [ mod 1 = 0 fiir alle [ gilt.) Also miissen wir geméss
der Definition von L; nur die Werte 3 < |z| < 6 betrachten und es ergibt sich
Ly = {b®,b* b°a, 10}



Der folgende endliche Automat akzeptiert L.

(b) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

Ly ={w € {a,b}" | |w|s - |w|p =1 mod 3}

Der Zustand ry,; zéhlt die Anzahl der bisherigen as und bs, d.h., k = |w|, mod 3 und
[ = |wl|, mod 3.

Der Automat akzeptiert in jedem Zustand, in dem k -/ = 1 mod 3 gilt, also in ¢,
und d22.
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Losung zu Aufgabe 10

Um zu zeigen, dass jeder deterministische endliche Automat A, der die Sprache
L ={we{a,b}" | |w|p =1mod 3 und w beginnt mit ab}

akzeptiert, mindestens 6 Zustdnde benotigt, bestimmen wir 6 Worter wy, ..., ws und
zeigen, dass diese den Automaten in 6 paarweise verschiedene Zustéande fithren miissen.
Falls es einen EA gibt, der mit dem Lesen von zwei verschiedenen Woértern w; und w; in
demselben Zustand endet, dann gilt nach Lemma 3.3 aus dem Buch fiir jedes z € {a, b}",
dass dann auch w;z und w;z den Automaten in denselben Zustand fiihren. Wir wollen
zeigen, dass dies fiir einen Automaten mit weniger als 6 Zustdnden nicht moglich ist, indem
wir fiir je zwei verschiedene Wérter w; und w; ein Wort z; ; angeben, so dass

Wizij; € L(A) — W;Zi;j ¢ L(A) . (].)

Eine Strategie, um geeignete Worter wy, ..., wg zu bestimmen, besteht darin, zunéchst
einen EA A mit 6 Zustédnden fiir die Sprache L zu entwerfen, und dann fiir jeden Zustand
q das kiirzeste Wort aus der Klasse Kl[g] zu wéhlen. Der folgende Automat A mit 6
Zusténden akzeptiert die Sprache L.

Die kiirzesten Worter in den Zustandsklassen von A sind w; = A\, wy = a, w3 = b, wy = ab,
ws = abb und wg = abbb.



Die folgende Tabelle gibt fiir alle Paare (w;, w;) mit i < j jeweils ein Wort z; ; an.

Zij|we=a ws=0b wy=ab ws=abb ws= abbb
w; = A ab ab ab ab b
Wy = @ — b A bb ab
w3z =b — - A bb b
wy = ab — — — A A
ws = abb — — — — b

Es ist einfach zu sehen, dass diese Worter die Bedingung (1) erfiillen, zum Beispiel ist
wezog = aab ¢ L(A), aber wgzog = abbbab € L(A).

Losung zu Aufgabe 11

(a) Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache
Ly ={a't | i,j € N und es gibt ein k € N so dass j = k -4}

nicht regulédr ist. Angenommen, L; sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
Ay = (Q,{a,b},0,q0, F) mit L(A;) = L;. Sei m = |Q|. Wir betrachten die Worter

a'v firle{1,...,m+1}.

Weil dies m 4+ 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustédnde hat, gibt es i, 5 €
{1,...,m+ 1} mit ¢ < j, so dass

0(go, a'b) = d(qo, a’b).
Nach Lemma 3.3 gilt nun fir alle z € {a,b}*, dass
a'bz € Ly < d’bz € L.
Die Wahl von z = b*~! fithrt aber zum Widerspruch, weil
a'bz = a'bbi =d'bvi € L,
a’bz = a’bb't = /b’ ¢ L,

gilt. Dabei folgt letztere Aussage daraus, dass j > ¢ > 0, also ¢ kein Vielfaches von j
sein kann. Also ist die Annahme falsch und L; ist nicht regular.

(b) Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache
Ly = {wabw® | w € {a,b}*}

nicht regulér ist. Angenommen, Ly sei regulédr. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass sich jedes Wort w € {a,b}*
mit |w| > ng in drei Teile y,  und z zerlegen lésst, so dass

L. ‘yl" < N,

2. |z| > 1 und

3. entweder {yx*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.



Wir wahlen das Wort w = a™aba™. Offenbar gilt |w| > ng. Also muss es eine
Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfiillt. Wegen
(i) gilt |yz| < ng, also ist y = o' und & = a™ fiir I,m € N mit [ +m < ng, also
insbesondere m < ng. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Lo, gilt nach (iii), dass
auch

{yzFz | k € N} = {aF*=Dmgpg™ | ke N} C L.

Dies ist aber ein Widerspruch, da yz?z = a™™™aba™ ¢ L,. Also ist die Annahme
falsch und Ly ist nicht regulér.

Losung zu Aufgabe 12

(a)

Sei Ly = {0"°?" | n € N}. Wir beweisen mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitiit,
dass Ly nicht regulér ist.

Angenommen, L = L sei reguliir. Fiir jedes m € N ist 02" +@m+D2" =1 a9 ergte
Wort in der Sprache

L0m2.2m+1 — {y | 0m2.2m+1y c L} 7

weil (m + 1)? -2 = m? . 2™ 4 m? . 2™ 4 (2m + 1) - 2™+ gilt. Nach Satz 3.1 aus
dem Buch existiert eine Konstante ¢, unabhéngig von m, so dass

K (02" Eman 2" < log,(14+1)] +e=1+c.

Da es nur endlich viele Programme der konstanten Linge 1 + ¢ gibt, aber unendlich
viele Worter der Form (m*2"+@m+1)2" =1 gt dies ein Widerspruch. Also ist die
Annahme falsch und L; ist nicht regulér.

Wir zeigen im Folgenden, dass man Lemma 3.3 sowie das Pumping-Lemma verwen-
den kann, um zu zeigen, dass Lo nicht regulér ist. Die Methode der Kolmogorov-
Komplexitét ist in diesem Fall nicht direkt anwendbar.

(i) Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache
Ly ={w € {0,1}" | |u|o < |u|; fiir alle Préfixe u von w}
nicht regulér ist. Angenommen, Ly sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
Ay = (Q,{0,1},0,q0, F') mit L(A3) = L. Sei m = |Q|. Wir betrachten die
Worter

1,12, 1™,

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustdnde hat, gibt es
i,7€{l,...,m+ 1} mit i < j, so dass

S(QOa 1i) = S(QUa 1j) :
Nach Lemma 3.3 gilt nun fiir alle z € {0, 1}*, dass

1'2€ Ly < Uz € L.



Die Wahl von z = 0/ fiihrt aber zum Widerspruch, weil
'z =10 ¢ Ly
und
Vz=10 € Ly
gilt. Letzteres folgt, weil ¢ < 7 und weil jedes Wort auch ein Préfix von sich

selbst ist. Also ist die Annahme falsch und Lo ist nicht regulér.

Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache
Ly ={w € {0,1}" | |u|op < |u|; fiir alle Préfixe u von w}

nicht regulér ist. Angenommen, L, sei regulér. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass sich jedes Wort w € {0,1}*
mit |w| > ng in drei Teile y,  und z zerlegen ldsst, so dass

1. |yz| < ny,
2. |z > 1 und
3. entweder {yz*z | k € N} C Ly oder {yz"z |k € N} N Ly = ().

Wir wihlen das Wort w = 1™00™. Offenbar gilt |w| > ng. Also muss es eine
Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfillt.
Wegen (i) gilt |yz| < ng, alsoist y = 1! und & = 1™ fiir [, m € N mit [ +m < ny,
also insbesondere m < ng. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Lo, gilt nach
(iii), dass auch

{yzFz | k € N} = {1mot¢=bmpno | e N} C L.

Dies ist aber ein Widerspruch, da yz°z = 1"~™(0" ¢ L,. Letzteres folgt, weil
ng —m < ng und weil jedes Wort auch ein Préfix von sich selbst ist. Also ist
die Annahme falsch und L, ist nicht regulér.
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Losung zu Aufgabe 13
Sei L = {w; | 1 € N} C {0}* eine unendliche Sprache mit

|wig1] — |wi| > log, log, i

fiir alle 4 € IN. Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass L nicht regulér
ist. Angenommen, L sei reguldr. Dann existiert nach dem Pumping-Lemma (Lemma 3.4)
eine Konstante ng € IN, so dass sich jedes Wort w € {0, 1}* mit |w| > ng in drei Teile y, =
und z zerlegen lésst, so dass

(ii) || > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C L oder {yz*z | k € N} N L = 0.

Sei w; € L mit i > 22" beliebig gewihlt. Dann muss es eine Zerlegung w; = yxz von w;
geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfiillt. Nach (i) und (ii) gilt 1 < |z| < ng. Da
w; € L, gilt nach (iii), dass auch

{yz"z |k e N} C L.

Dies ist aber ein Widerspruch, da |yz?z| > |w;| gilt, aber |yz?z| < |w;| + ng < |w;| +
log, logst < |w;y1| und somit yax?z ¢ L. Also ist die Annahme falsch und L ist nicht
regulér.



Losung zu Aufgabe 14

(a)

Der folgende nichtdeterministische endliche Automat M, akzeptiert die Sprache

Ly ={z €{a,b}" | |z|, mod 3 =2 oder (x = yaz mit y, 2z € {a,b}" und |z| = 3)}.

Der NEA besteht aus zwei Teilautomaten fiir die zwei Bedingungen der Sprache
Ly. Vom Startzustand qq aus verzweigt M; nichtdeterministisch in einen der beiden
Teilautomaten. In den Zustdnden ¢, ¢» und g3 zéhlt M; die Anzahl der a’s im
Eingabewort modulo drei. Falls diese Zahlung 2 ergibt, ist die erste der beiden
Bedingungen erfiillt und M, akzeptiert die Eingabe im Zustand ¢s. In den Zusténden
p1 bis ps iberpriift M, ob das viertletzte Zeichen ein a ist, ob also die zweite
Bedingung von L; gilt. Dabei entscheidet M; im Zustand p; nichtdeterministisch,
wann das viertletzte Zeichen erreicht ist. Mit Hilfe der Zustdnde ps bis ps liest M,
auf dem Weg von ps zum Zustand ps genau drei beliebige Symbole. Falls dann die
komplette Eingabe gelesen wurde, akzeptiert M; im Zustand ps.

Der folgende NEA akzeptiert die Sprache Ls.

0,1

,

Dieser NEA entscheidet nichtdeterministisch, wann das gesuchte Muster in der
Eingabe beginnt und wechselt dann vom Zustand ¢q in den Zustand ¢;. Wenn diese
nichtdeterministische Entscheidung richtig war, dann kann der Automat nun das
Muster lesen und endet im akzeptierenden Zustand ¢,. Wenn die Eingabe das gesuchte
Muster nicht enthélt, dann hat der NEA keine Moglichkeit, sie zu akzeptieren.




Losung zu Aufgabe 15

Die Anwendung der Potenzmengenkonstruktion auf den NEA vom Aufgabenblatt ergibt den
folgenden deterministischen endlichen Automaten A. Dabei wurden alle nicht erreichbaren
Zustdnde weggelassen. Zur einfacheren graphischen Darstellung wurde die Beschriftung
der Zustidnde verkiirzt, pgs steht zum Beispiel fiir den Zustand ({p, q, s}).
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Losung zu Aufgabe 4

(a) Wir definieren die Folge (x,,)%, mit z,, = 02" fiir jedes n € IN — {0}. Es ist offenbar,
dass alle Worter z,, paarweise unterschiedlich sind.

Wir geben jetzt fiir jedes n € IN — {0} ein Programm an, das z,, erzeugt:

begin
s = n;
j =1
for i := 1 to s do
Joi=3x2;
for 1 :=1 to j do
write(0);
end.

Dieses Programm berechnet zuerst in einer Schleife j = 2™. In einer weiteren Schleife
gibt das Programm dann 2" Mal das Zeichen 0 aus, was genau das Wort z,, ergibt.

Der einzige Teil des Quellcodes, der von x,, abhéngt, ist die Darstellung von n in der
zweiten Zeile. Der restliche Quellcode hat eine konstante Lénge. Also ist die binére
Lange des Quellcodes hochstens [log,(n + 1)] 4 ¢ fiir eine Konstante c.

Damit lésst sich die Kolmogorov-Komplexitdat von x,, von oben abschétzen durch
K(x,) < [logy(n+1)] +c<logyn+ (c+1)

fiir eine Konstante c.

Die Linge von x,, ist |z,| = |[0%"| = 2". Also gilt log, log, |x,| = logy n und somit
erhalten wir eine obere Schranke von

K(x,) <logylog, |z,| + (¢ + 1)
fiir die Kolmogorov-Komplexitét von z,,.

(b) Wir zeigen indirekt, dass es keine solche Folge (z,,)32 ; paarweise unterschiedlicher
Woérter gibt. Nehmen wir an, (z,,)5%, sei eine solche Folge. Dann gibt es eine Konstante
¢ € N, so dass fir alle n € N — {0}

K<In) S 10g2 \/ﬁ"_ c



gilt.
Fiir ein fixes n € N — {0} und ¢ := log, v/n + ¢ gibt es hochstens

t
ZT —ottl _ | — 210g2\/ﬁ+c+1 1= \/ﬁ getl _
=0

Quellcodes der bindiren Linge hochstens ¢, also kénnen hochstens /n - 2¢t1 — 1
paarweise unterschiedliche Worter durch Programme mit Quellcodes der binéren
Lénge hochstens t erzeugt werden. Fiir ein geniigend grosses n, das nur von der
Konstante ¢ abhingt, gilt /n - 27! — 1 < n, was im Widerspruch dazu steht,
dass die n Worter x4, ..., z, paarweise unterschiedlich sind und K (z;) <t fiir alle
i €{l,...,n} gilt, d.h., z1,...,x, durch Programme mit Quellcodes der binéren
Léange hochstens t erzeugt werden.

Losung zu Aufgabe 5

Das Intervall [2", 2" — 1] enthélt 2" natiirliche Zahlen der binéren Liénge n + 1. Weil die
bindren Darstellungen dieser Zahlen alle mit einer fithrenden 1 beginnen, kann man sie
identifizieren mit den Wortern der Lange n iiber dem binédren Alphabet Y,.. Es bleibt
also zu zeigen, dass es unter den 2" Wortern der Linge n mindestens 2" — 2"~* Worter w
gibt mit K(w) > n —i.

Die Anzahl der unterschiedlichen Programme der Lénge kleiner als n — i ist hochstens

n—i—1

da es fiir jede Liange nicht mehr Maschinencodes als Binérstrings geben kann. Also gibt es
maximal 2"~ — 1 Wérter w mit K (w) < n—i. Fiir die Anzahl m der Worter w in (Spe01)”
mit K (w) > n —i gilt also

m>2"— (2" —1) > 2" — 2",

Losung zu Aufgabe 6

(a) Ein Palindrom mit gerader Linge k = 2m hat die Form = = yy®, wobei y ein
beliebiges Wort der Lange m ist. Ein Palindrom mit ungerader Linge k = 2m + 1
hat die Form z = yzy®, wobei y ein beliebiges Wort der Linge m und wobei z ein
beliebiges Symbol ist. Es folgt:

e Fiir gerades k = 2m gibt es 2™ = 2% Palindrome der Lange k.
e Fiir ungerades k = 2m + 1 gibt es 2™ - 2 = 2° Palindrome der Lénge k.

Sei k gerade. Mit Hilfe der geometrischen Summenformel lédsst sich wie folgt die
Anzahl aller Palindrome mit gerader Lange bis und mit Linge k bestimmen (der
letzte Summand 2° entspricht dem leeren Wort, das auch ein Palindrom ist):

95 495 11052 4 ... 4ol 4 90 —of+1



Sei k ungerade. Auf analoge Weise liasst sich auch die Anzahl aller Palindrome mit
ungerader Linge bis und mit Linge k bestimmen (der letzte Summand 2' hier
entspricht den zwei moglichen Wortern der Lange 1, welche beide Palindrome sind):

2% 42 T4ty 4220l =0t
Zusammengefasst, wenn wir die beiden gerade berechneten Terme entsprechend
aufaddieren und vereinfachen, dann erhalten wir:
e Fiir gerades k gibt es 4 - 25 — 3 Palindrome der Lange hochstens k.
e Fiir ungerades k gibt es 3 - 2°3" — 3 Palindrome der Lange hochstens k.

Sein € IN—{0} beliebig und betrachte das n-te Palindrom z,, in kanonischer Ordnung.
Wir wéhlen jetzt die eindeutige kleinste gerade Zahl k, so dass

n<4.25—3

gilt. Der Term auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist genau die in (a) berechnete
Anzahl Palindrome der Lénge hochstens k. Also muss das Palindrom x,, auch Lange
héchstens k& haben. Weil wir aber das k so klein wie nur moglich gewéahlt haben, muss
tatséchlich |z, | = k (falls x,, gerade Lénge hat) oder |z, | = k — 1 (falls z,, ungerade
Lénge hat) gelten. In jedem Fall gilt also k < |x,| + 1 fiir das von uns gewéihlte k.

Es ist sicher mdoglich, ein Programm zu schreiben, welches das Entscheidungsproblem
fiir Palindrome 16st (d.h. ein Programm, welches fiir ein gegebenes Wort x € ¥*
zuverldssig entscheidet, ob es sich bei # um ein Palindrom handelt oder nicht).
Deshalb konnen wir tatsdchlich Satz 2.2 anwenden und erhalten

K(z,) < [logy(n+1)] + ¢
< log,(4-27 —3+1)] +¢

k
< —+4+2
_2—|— +c

< |z,| + 1
- 2
1

+24+c

Fiir die beiden gewiinschten Konstanten wéhlen wir also a = % und d = 2.5 + ¢,

wobei die Konstante ¢ aus der Anwendung von Satz 2.2 entstammt.

Bemerkung: Anstatt die etwas ungenaue Ungleichung k < |z, | + 1 zu verwenden,
hiatte man die beiden Félle fiir “|x,| gerade” und “|z,| ungerade” auch getrennt
betrachten kénnen. Dies hétte aber nur zu einer kleinen Verbesserung der Konstanten
d gefiihrt, weshalb wir darauf verzichtet haben.

Da die Lénge der Palindrome z, mit wachsendem n monoton ansteigt und auch
beliebig gross werden kann, gibt es eine hinreichend grosse Zahl ng, so dass fiir alle
n > ng die Ungleichung d < « - |z, | gilt und somit auch

K(z,) <a-l|z,|+d<2a- |z, = |z,

Folglich gibt es hochstens ng — 1 (also endlich viele) Palindrome, die als zufillig
betrachtet werden konnen.
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Losung zu Aufgabe 7
(a) Es gilt
Ly ={w € {a,b}" | (2 |w|, + |w|p) mod 3 = 2}
= {w € {a,b}" | (—|w|a + |w|p) mod 3 = 2}.
Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache Ly:

a

e

b

Dieser Automat zéhlt einfach die Buchstaben in der Eingabe modulo 3, wobei
entsprechend der geforderten Bedingung jedes a negativ und jedes b positiv gezdhlt
wird. Damit gilt fiir die Klassen, dass

Klp;] = {w € {a,b}" | (—|w|s + |w|p) mod 3 =i}
fiir i € {0, 1,2}.
(b) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

Ly = {w € {a,b}" | w enthélt das Teilwort baab nicht} .

a b

a,b

(] (]
b a a

a



Der Automat arbeitet mit denselben Transitionen wie ein Automat, der einfach das
Muster baab in der Eingabe sucht. Im Zustand ¢; wurde an der aktuellen Position
der Eingabe bereits ein Prifix der Lange ¢ des Musters gefunden. Weil der Automat
alle Worter akzeptieren soll, die das Muster nicht enthalten, sind alle Zustéande bis
auf g, akzeptierend.

Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zustéande:

Kl[go] = {a,0}" — U Kl[g] .

i=1

Man bemerke, dass es oftmals hilfreich ist, die Reihenfolge der Klassenbeschreibungen
geschickt auszuwéhlen.

Losung zu Aufgabe 8

Sei ¥ = {a, b} und sei G C ¥* die Menge aller Worter iiber ¥ mit gerader Linge. Die vier
Klassen und die akzeptierte Sprache lassen sich nun wie folgt beschreiben:

Kllgo] = {zaa,zbb | x € G} U {\}

Kllg:] = {za | x € G}

Kllg] = {zb | x € G}

Kl[gs] = {zab,zba | x € G}

L(M) = Kl[g) UKl[g3] = {xb, zab,zba | x € G}

Begriindung: Als Erstes beobachtet man, dass alle Worter mit gerader Lange in einem
der Zusténde ¢y oder g3 landen, wiahrend alle Worter mit ungerader Lange in einem der
Zustédnde ¢, oder ¢o landen. Dies stimmt sicher fiir das leere Wort A, welches gerade Lénge
hat und einfach im Startzustand ¢y verbleibt. Fiir alle anderen Worter reicht es dann aus,
zu beobachten, dass M bei jedem weiteren gelesenen Symbol immer zwischen den beiden
Zusténden qg, g3 und den beiden Zustédnden ¢, g2 hin- und herspringt.

Als Zweites betrachtet man ein beliebiges nichtleeres Wort w € 3* — {A}. Dieses Wort w
lésst sich eindeutig schreiben in einer der Formen xa, xb, zaa, xab, xba, xbb, wobei x € G
ein Wort gerader Lénge ist. Nach dem Abarbeiten des geraden Prifixes x wird sich der
Automat M, wie oben erwihnt, entweder im Zustand ¢y oder g3 befinden. Man kann nun
also einfach fiir alle moglichen Suffixes a, b, aa, ab, ba, bb systematisch iiberpriifen, dass
M ausgehend von den Zustédnden ¢o und ¢3 immer im gewiinschten Zustand endet.

Losung zu Aufgabe 9

(a) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

L ={w € {a,b}" | w enthélt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba} .



Beim Lesen der Buchstaben in w von links nach rechts kommt ab genau fiir jeden
Wechsel von a nach b einmal als Teilwort vor und analog ba genau einmal fiir jeden
Wechsel von b nach a. Somit kommen ab und ba genau dann gleich oft in w als Teilwort
vor, wenn w entweder das leere Wort A ist oder w mit demselben Buchstaben beginnt
mit dem es endet. Letztere Bedingung ist insbesondere fiir w = a und fiir w = b
erfiillt. Wenn w mit a beginnt, priift der Automat in den beiden oberen Zusténden,
ob der zuletzt gelesene Buchstabe mit dem zuerst gelesenen iibereinstimmt. Wenn w
mit b beginnt, tut er dasselbe in den beiden unteren Zustéanden.

(b) Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zusténde:

Kllgo] = {A} und
Kl[gs,] = {w € {a,b}" | w beginnt mit  und endet mit y} fiir alle z,y € {a, b}.



E’H Z U r I C h Theoretische Informatik

Departement Informatik ) )
Prof. Dr. Juraj Hromkovic

Dr. Hans-Joachim Bockenhauer
Prof. Dr. Denni Komm

Losungsvorschliige — Blatt 4

Ziirich, 20. Oktober 2023

Losung zu Aufgabe 10
Die in der Aufgabenstellung gegebene Sprache L lésst sich schreiben als L = L U Ly mit

Ly ={w € {a,b}" | Jw|, mod 3 = |w|, mod 3}
={w € {a,b}" | (Jw|, — |w|p) mod 3 =0},
Ly = {w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort ba und endet mit a} .

Fiir die Sprache L, lésst sich der folgende Automat A; konstruieren:

o=o="0

Dieser Automat zéhlt in seinen Zustédnden die Anzahl von as und bs modulo 3 geméss der
Formel aus der Definition von L;. Es gilt fiir i € {0, 1,2}, dass

Klgi] = {w € {a,b}" | (Jw|, — |w|p) mod 3 = i}.

Fiir die Sprache L ldsst sich der folgende Automat As konstruieren:



Die Zustéande p, fiir z € {\, b, ba} geben an, welches langste Préfix des gesuchten Musters
ba aktuell gelesen wurde, py, ist der akzeptierende Zustand. Der Zustand pyq, wird erreicht,
wenn das Muster ba bereits gefunden wurde und das aktuell gelesene Prifix des Wortes
mit b endet. Damit ergeben sich die folgenden Klassen:

Kl[ps] = {a}",
Kl[p] = {zby | z € {a}" und y € {b}"},
Kl[pba] - L2 s
Klppas) = {a,b}* — UKI D] -

ze{\b,ba}

Mit der Methode des modularen Entwurfs kann man nun aus A; und A, den folgenden
Produktautomaten A konstruieren, der die Sprache L = L;U Ly akzeptiert. Zur einfacheren
Darstellung verwenden wir die Notation r,, = (p,,q,). Weil dies ein Produktautomat
fiir die Vereinigung von zwei Sprachen ist, sind alle Zustdnde akzeptierend, die einen
akzeptierenden Zustand aus einem der beiden Teilautomaten enthalten, also die zu gy
gehorige Spalte und die zu py, gehorige Zeile.



Losung zu Aufgabe 11

(a) Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache
Ly ={a'V’ |i,j € N so dass j < i}

nicht regulédr ist. Angenommen, L; sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
Ay = (Q,{a,b},0,q0, F) mit L(A;) = L;. Sei m = |Q|. Wir betrachten die Worter

a* firke{l,...,m+1}.

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustande hat, gibt es k,[ €
{1,....,m+ 1} mit k <, so dass

4(a0,a*) = b(ao, ).
Nach Lemma 3.3 gilt nun fiir alle z € {a, b}*, dass
dze L, — dzel;.
Die Wahl von z = b'~! fithrt aber zum Widerspruch, weil

az=ad"o ¢ Ly,



dz=dv el

gilt. Dabei folgt erstere Aussage daraus, dass k < [ die Ungleichung k£ <[ — 1 fiir die
beiden Exponenten impliziert. Also ist die Annahme falsch und L; ist nicht regulér.

(b) Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache
Ly = {wbbbv | w,v € {a,b}" mit |w|, = |v|.}

nicht regulér ist. Angenommen, Lo sei regulidr. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € N, so dass sich jedes Wort w € {a,b}*
mit |w| > ng in drei Teile y, z und z zerlegen lésst, so dass

(i) |z| > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.

Wir wihlen das Wort w = a™bbba™. Offenbar gilt |w| > ny. Also muss es eine
Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfiillt. Wegen
(i) gilt |yz| < no, also ist y = o' und & = a™ fiir [,m € N mit [ + m < ng, also
insbesondere m < ng. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Lo, gilt nach (iii), dass
auch

{yzFz | k € N} = {a™tF=Dmppba™ | k€ N} C Ly.

Dies ist aber ein Widerspruch, da yx?z = a™"™bbba™ ¢ L. Also ist die Annahme
falsch und Ly ist nicht regulr.

Losung zu Aufgabe 12

(a) Wir wollen mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitit beweisen, dass L nicht regulér
ist. Wir nehmen deshalb widerspruchshalber an, dass L regulér sei.

Fiir jedes n € IN, n > 2, betrachten wir nun das Wort z = 0f»+1=F»=1 \it Hilfe der
Fibonacci-Rekursion lisst sich dieses Wort auch einfacher als z = 0f»-1=1 schreiben
(man beachte, dass die Annahme n > 2 notwendig war, weil sonst jetzt eine negative
Zahl im Exponenten stehen wiirde).

Wir behaupten nun, dass dieses betrachtete Wort z das erste Wort (in kanonischer
Ordnung) in der Sprache
L'={yec{0,1}*| 0"y e L},

ist. Tatséchlich, es gilt offenbar 0f»*lz = Ofntipfnsi=fn=l — fnir ¢ [ und es
gibt auch kein kiirzeres Wort in der Sprache L', weil die Fibonacci-Folge monoton
wachsend ist. Nach Satz 3.1 aus dem Buch existiert also eine Konstante ¢, die nur
von der Sprache L; abhingt aber nicht von der Zahl n, so dass

K(z) = K(0™ 1) < flogy(1+1)] +c=1+c.

Da es nur endlich viele Programme der konstanten Lénge 1 + ¢ (oder kiirzer) gibt,
aber unendlich viele Wérter der Form z = 0f»-171 ist dies ein Widerspruch. Also
war die Annahme falsch und L; ist nicht regulér.

4



(b) Wir zeigen im Folgenden, dass man Lemma 3.3 sowie das Pumping-Lemma verwen-
den kann, um zu zeigen, dass L. nicht regulér ist. Die Methode der Kolmogorov-
Komplexitat ist in diesem Fall nicht direkt anwendbar.

e Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache L,
nicht regulér ist. Angenommen, Ly sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
A = (Q,{a,b,c},0,q0, F) mit L(A) = L. Sei m = |Q|. Wir betrachten die
Worter

A, abe, (abe)?, ..., (abc)™ .

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A Zusténde hat, gibt es
i,7 € {0,...,m} mit i # j, so dass

5((107 (abe)’) = S(Q(b (abe)’) .

Nach Lemma 3.3 gilt nun fir alle z € {a, b, c}*, dass
(abc)'z € Ly <= (abc)’z € L.

Die Wahl von z = (bac)® fiihrt aber zum Widerspruch, weil

(abc)'z = (abe)'(bac)' € Ly
(abc) z = (abc) (bac)" ¢ Ly

gilt. Also war die Annahme falsch und Ly ist nicht regulr.

o Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache L nicht
regulér ist. Angenommen, Ly sei regulér. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass sich jedes Wort w € {a, b}*
mit |w| > ng in drei Teile y, z und z zerlegen ldsst, so dass

(1) |yz| < no,
(i) |z] > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C Lo oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.

Wir wihlen das Wort w = (abc)™ (bac)™. Offenbar gilt |w| > ng. Also muss
es eine Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und
(iii) erfiillt. Wegen (i) gilt |yx| < ng, also ist der Teil = génzlich in der ersten
Hiélfte (abc)™ von w enthalten. Wegen (ii) gilt weiter, dass x mindestens ein
Symbol enthélt. Im Folgenden fithren wir eine Fallunterscheidung iiber den
moglichen Inhalt von = durch, und gelangen mittels (iii) und der Tatsache, dass
w = yxz € Ly gilt, dann jeweils zu einem Widerspruch.

— Fall 1: Das Wort = hat Lénge 1 und besteht nur aus dem Symbol c. In
diesem Fall kann man beobachten, dass das Wort y2°z = yz das Teilwort
ba einmal mehr enthélt als ab, weil das Symbol ¢ in einer Folge der Form
...abcab. .. geloscht wird. Somit gilt yx’z ¢ Ly, im Widerspruch zu (iii).

— Fall 2: Das Wort = enthélt mindestens ein Symbol das entweder gleich a
oder b ist. In diesem Fall betrachten wir das gleiche Wort y2°z = yz. Wir
beobachten, dass die Anzahl Teilworter ba in yz entweder gleich bleibt oder
um 1 erhoht wird (aus einem #hnlichen Grund wie bei Fall 1). Desweiteren
beobachten wir, dass die Anzahl Teilworter ab in yz mindestens um 1 kleiner
wird. Also gilt auch hier y2°z ¢ Lo, im Widerspruch zu (iii).
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Losung zu Aufgabe 13

(a) Der folgende nichtdeterministische endliche Automat akzeptiert die Sprache

L={we€{a,b}" | (Jw|s — |w|p mod 3 = 0) oder w = abaa oder w = baaa} .

Dieser Automat besteht aus zwei Teilautomaten fiir die beiden Sprachen
Ly ={w e {a,b}" | |w|, — |w|, mod 3 =0}

und
Ly = {abaa, baaa}

Vom Startzustand gy aus verzweigt der Automat einerseits nichtdeterministisch in
den linken Teilautomaten mit den Zusténden rq, 1, ro fiir die Sprache L;. In diesen
drei Zustdnden merkt sich der Automat auf die iibliche Art und Weise den Wert des
Ausdrucks |w|, — |w|, mod 3 fiir das bisher gelesene Priifix w. Falls dieser Wert am
Schluss 0 ergibt (also falls sich der Automat am Schluss im Zustand ry befindet),
wird die Eingabe akzeptiert.

Andererseits verzweigt der Automat von ¢y aus auch in den rechten Teilautomaten
mit den Zustanden py, Py, P.., P..as P..aa fir die Sprache Ls. In den Zusténden p, und p,
wird zuerst unterschieden, ob das Wort mit a oder b beginnt. Die restlichen Zustdnde
Dy D..as P..aa dienen dann dazu den Rest der beiden erlaubten Worter abaa und baaa
abzugleichen und genau diese im Zustand p_,, zu akzeptieren.



(b) Die Anwendung der Potenzmengenkonstruktion auf den auf dem Aufgabenblatt
gezeigten nichtderministischen endlichen Automaten ergibt den folgenden determi-
nistischen endlichen Automaten. Dabei wurden alle nicht erreichbaren Zusténde
weggelassen. Zur einfacheren graphischen Darstellung wurde die Beschriftung der
Zusténde verkiirzt, gs steht zum Beispiel fiir den Zustand ({q, s}).

a,b

Speziell anzumerken ist, dass in vier unterschiedlichen Situationen ein gelesenes
Symbol im nichtdeterministischen Automaten keine einzige mogliche Transition
zulésst. Dies fiihrt beim konstruierten deterministischen Automaten dann jeweils
zu einer Transition in die leere Zustandsmenge (f)). Hitten wir auf direktem Wege
einen deterministischen Automaten fiir die erkannte Sprache

L = {b'aba(ba)’b* | 4,7,k € N}

konstruiert, dann wére dieser spezielle Zustand der sogenannte “Abfallzustand”.

Losung zu Aufgabe 14

(a) Diese Aussage ist korrekt. Da L eine regulire Sprache ist, existiert ein endlicher
Automat A = (Q, %, 0, qo, F') mit L(A) = L. Daraus konstruieren wir im Folgenden
einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A; mit L(A;) = L; = {v#w® |
v,w € L}, woraus dann die Regularitéit von L; folgt.

Sei AR = (QR, %, 6%, QF, F*) eine Kopie von A mit den folgenden Unterschieden.

e Die Zustandsmenge Q® von AR ist im Prinzip die gleiche wie @), ausser dass jeder
Zustand ¢® € Q® mit einer speziellen Markierung versehen ist (und daher formal
gesehen die Ungleichung g # ¢ fiir den entsprechenden Ursprungszustand ¢ € @
gilt), so dass wir ganz am Schluss dieser Teilaufgabe auf sinnvolle Art und Weise
die disjunkte Vereinigung Q U Q" bilden konnen.

e Die Transitionsfunktion 6% von AR ist die Umkehrung von ¢ in dem Sinne,
dass fiir jeden Transitionspfeil in A dessen Richtung umgedreht wird, aber das
gelesene Symbol beibehalten wird. Durch diese Umkehrung der Pfeile wird der
Automat AR typischerweise nichtdeterministisch sein, sogar dann wenn A ein
deterministischer Automat ist.



e Anstatt nur einen einzigen Startzustand zu haben wird AR gleich eine ganze
Menge QF C QF von Startzustinden haben. Und zwar definieren wir diese
Menge als Qff = {¢" | ¢ € F'}, das heisst, jeder akzeptierende Zustand in A
wird zu einem Startzustand in AR. (Eigentlich wiire dies gar nicht zulissig, weil
Automaten gemiss Definition aus der Vorlesung immer nur einen Startzustand
haben diirfen. Trotzdem werden wir am Schluss dieser Teilaufgabe sehen, dass
alles seine Richtigkeit hat, weil wir die Konstruktion AR gar nie als eigenstéindi-
gen Automaten einsetzen, sondern nur als Teil eines grosseren Automaten, der
selber korrekterweise einen einzigen Startzustand hat.)

e Die Menge der akzeptierenden Zustinde F® von AR ist die einelementige Menge
F® = {q} = (qo)"}, das heisst, der Startzustand ¢y von A wird zum einzigen
akzeptierenden Zustand in AR.

Die Idee hinter obiger Konstruktion ist, dass die Berechnungen in A® (das heisst alle
Pfade von einem Startzustand in QF zum akzeptierenden Zustand ¢f) auf natiirliche
Weise genau den Wértern w? mit w € L entsprechen.

Den (nichtdeterministischen) endlichen Automaten A; = (Q1, X1, 61, o1, F1) fiir die
Sprache L, konstruieren wir jetzt wie folgt aus A und AR.

e Essei Q; = Q UQY die disjunkte Vereinigung der beiden Zustandsmengen.
e Essei ¥; = X U {#} das um das zusitzliche Symbol # erweiterte Alphabet.

e Es sei §; die Transitionsfunktion, die alle Transitionen von § und d% enthilt,
aber zusédtzlich auch alle moglichen Transitionen von jedem Zustand in der
Menge F in jeden Zustand in der Menge QF, jeweils mit Symbol #.

e Es sei qo1 = qo der gleiche Startzustand wie in A.

o Essei Fj = F® = {¢!} die gleiche einelementige akzeptierende Zustandsmenge
wie in AR,

Als Abschluss dieser Teilaufgabe fehlt jetzt noch ein informelles Argument fiir die
Tatsache, dass L(A;) = Ly = {v#w® | v,w € L} gilt.

Dazu beobachten wir zuerst, dass jede akzeptierende Berechnung in A; einem Wort
der Form z#y entspricht, weil alle Transitionen von dem Teilautomaten A (der
den Startzustand enthilt) zum Teilautomaten AR (der den einzigen akzeptierenden
Zustand enthélt) das Symbol # voraussetzen. Desweiteren gilt x € L und y® € L,
weil das Wort x vor dem Symbol # einer akzeptierenden Berechnung in A entspricht,
withrend das Wort y nach dem Symbol # einer akzeptierenden Berechnung in AR
entspricht. Daraus folgt bereits L(A;) C L;.

Umgekehrt lisst sich fiir jedes Wort v#w® € L, eine entsprechende akzeptierende
Berechnung in A; finden. Dazu nehmen wir zwei akzeptierende Berechnungen jeweils
fiir v in A und fiir w® in AR, die wegen der Voraussetzung v € L und w € L existieren
miissen. Diese beiden Berechnungen kombinieren wir zu einer akzeptierenden Berech-
nung in A; fiir das Wort v#w®, indem wir einfach den passenden Berechnungsschritt
mit Symbol # dazwischen einsetzen. Hieraus folgt L; C L(A;).

Diese Aussage ist falsch. Bevor wir dies beweisen, wollen wir aber noch kurz erkéren,
wieso die Konstruktion des Automaten A; von Teilaufgabe (a) nicht einfach an
die Sprache L, angepasst werden kann. Man konnte zum Beispiel die Idee haben,
dass man nicht alle méglichen Transitionen von der Menge F zu der Menge Qf% mit



Symbol # einfiigt, sondern nur diejenigen Transitionen, die von einem akzeptierenden
Zustand ¢ € F in A zum “gleichen” Startzustand ¢% € QF in A® gehen. Auf diese
Weise koénnte man tatsichlich den “richtigen” Startzustand in A® erzwingen mit der
Hoffnung, dass der Automat nach dem Lesen eines Wortes w gefolgt vom Symbol
# gezwungen wire, das gleiche Wort riickwirts (also w®) nochmals zu lesen. Weil
ein endlicher Automat aber typischerweise verschiedene Berechnungen hat, die im
gleichen Zustand enden, reicht es leider nicht aus, wenn man nur den richtigen
Startzustand erzwingt.

Wir beweisen jetzt die Nichtregularitét der Sprache Ly = {w#w®™ | w € L}, wenn
wir zum Beispiel die (offensichtlich reguldre) Sprache L = {a, b}* iiber dem Alphabet
Y = {a, b} wihlen. Damit ist dann auch gezeigt, dass die Aussage von Teilaufgabe (b)
nicht im Allgemeinen korrekt ist. Wir nehmen dazu widerspruchshalber an, dass Lo
regulér ist und wihlen einen endlichen Automaten Ay mit L(Az) = Lo, der insgesamt
n Zustinde hat. Wir betrachten nun die n+1 Woérter A, a,a?,...,a" € L, von denen
mindestens zwei, sagen wir a' und @’ mit 0 < i < j < n, im gleichen Zustand von
Ay landen. Wegen i # j gilt jetzt aber offenbar a’z € Lo und a/z & Lo fiir das Wort
2 = #a’, im Widerspruch zu Lemma 3.3.

Losung zu Aufgabe 15

Um zu zeigen, dass jeder deterministische endliche Automat, der die Sprache
L ={we{a,b}" | |w|p mod 3 =2 und w beginnt mit bb}

akzeptiert, mindestens 6 Zustdnde benotigt, bestimmen wir zuerst 6 Worter wy, . . ., wg
und zeigen dann, dass diese Worter den Automaten in 6 paarweise verschiedene Zusténde
fithren miissen. Dazu verwenden wir Lemma 3.3 aus dem Buch, welches besagt, dass ein
Automat, der nach dem Lesen von zwei verschiedenen Wortern w; und w; im gleichen
Zustand endet, auch fiir die Woérter w;z und w;z im gleichen Zustand enden muss, wobei
z € {a,b}* ein beliebiges Suffix ist. Es reicht deshalb fiir je zwei unterschiedliche Worter
w; und w; ein Suffix z; ; zu finden, so dass

(wizij € L und w;z;; ¢ L) oder (w;z; € L und w;z; € L). (1)
Eine allgemeine Strategie, um geeignete Worter wy, ..., wg zu bestimmen, besteht darin,
zunéchst einen Automaten A mit 6 Zusténden ¢, ..., gg fiir die Sprache L zu entwerfen,

und dann fiir jeden Zustand ¢; von A das Wort w; als das kiirzeste Wort aus der Klasse
Kl[g;] zu wihlen. Der folgende Automat A mit 6 Zusténden akzeptiert die Sprache L.




Die kiirzesten Worter in den Zustandsklassen von A sind w; = A, wy = b, wy = bb,
wy = bbb, ws = bbbb und we = a. Die folgende Tabelle gibt fiir alle Paare (w;, w;) mit i < j
jeweils ein Suffix z; ; an, das die Bedingung (1) erfillt.

wy=0b w3=0bb wy=0bbb ws=>bbbb wg=a
w; = A bb bb abb bb bb
wy =b — b b ab b
ws = bb — — A A A
w4 = bbb — — — bb bb
ws = bbbb — — — — b

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass diese Suffixe die Bedingung (1) tatséchlich erfiillen. Zum
Beispiel ist wqza5 = bab ¢ L, aber wszy 5 = bbbbab € L, woraus mit Lemma 3.3 dann folgt,
dass die Worter wy = b und ws = bbbb gezwungenermassen in unterschiedlichen Zustdnden
landen miissen.

Losung zu Bonus-Aufgabe 1

(a)

Diese Teilaufgabe sollte mittlerweile Routine sein. Wir nehmen wie immer wider-
spruchshalber an, dass die Sprache

L=1{0,1}* —{0"" | n € N}

reguldr sei. Laut dem Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen existiert dann eine
Konstante ng € IN, so dass insbesondere fiir das Wort w = 0"°1"° mit |w| > ng eine
Zerlegung w = yxz exisiert, wobei

(ii) |#| > 1 und
(iii) entweder {yz*z | k € N} C L oder {yz*z |k e N}NL=0.

Aus (i) folgt y = 0° und x = OV fiir 7,7 € IN mit 7 + 5 < ng. Aus (ii) folgt weiter, dass
j > 1. Aus (iii) und der Tatsache, dass w ¢ L, folgt

yaky = 0ipRigro=i=iqno = grot(k=liqno ¢ [ fiir alle k € IN .

Jedoch fiihrt zum Beispiel die Wahl k = 2 zu der Aussage 0"/ 1™ ¢ L. was wegen
J > 1 natiirlich nicht stimmen kann.

Die ziindende Idee bei dieser Teilaufgabe ist, dass die Sprache {0"1" | n € IN} nur
sehr wenige Worter enthélt (ndmlich pro moglicher Wortlange hochstens ein Wort)
und dass deshalb das Komplement

L ={0,1}* — {0"1" | n € N}

als Sprache iiber dem binédren Alphabet fast alle moglichen Worter enthélt. Die
Konsequenz daraus wird sein, dass das n-te Wort y in L (oder in L, fiir ein be-
liebiges = € {0, 1}*) ungeféhr die Lénge log,(n) hat, was bedeutet, dass wir ein
Programm der ungefihren Léange log,(n) schreiben kénnen, welches das Wort y fest
im Programmecode integriert und ganz einfach dieses y liest und ausgibt.



Seien also z,y € {0,1}* so, dass y das n-te Wort in L, ist, aber ansonsten vollig
beliebig. Folgendes Programm gibt y aus und hat die binére Lénge |y| + ¢, wobei ¢
eine von z, y und n unabhéngige Konstante ist.

begin
Woi= oy
write(w) ;
end.

Somit gilt K (y) < |y| + c. Wenn wir zusétzlich zeigen konnen, dass die Ungleichung
|yl < [logy(n+1)] +d

gilt fiir eine weitere von z, y und n unabhéngige Konstante d, dann ist die gewiinschte
Aussage von dieser Teilaufgabe bewiesen.

Wir betrachten nun diejenigen Wérter w € L,, deren Lénge kleiner als die Lange
von y ist, fiir die also |w| < |y| gilt. All diese Worter w kommen wegen der kiirzeren
Lange vor y in kanonischer Ordnung. Zudem gibt es mindestens

2042 4o 2Ty = 2 — 1 — |y

viele solche Worter w (der Term —|y| kommt daher, dass wir fiir jede mogliche
Wortlénge 0, 1,...,|y| — 1 maximal ein Wort verlieren). Fiir den Index des n-ten
Worts y in L, gilt deshalb

2\y|_ |y| <n.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass auch |y| < n gelten muss, und wir erhalten
somit die etwas handlichere Ungleichung

ol < o

Durch Nehmen des Logarithmus auf beiden Seiten schliessen wir den Beweis ab,
denn es gilt wie gewiinscht

|yl < logy(2n) =logy(n) +1 < [logy(n +1)] + 1.
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Losung zu Aufgabe 16

(a) Wir nehmen an, dass die Géste wie folgt durchnummeriert sind: Sei Gy ; der bereits

im Hotel wohnende Gast im Zimmer Z; fiir 7 € N, sei G;; der i-te Gast im Bus j fiir
j€4{1,2,3} und i € N.

Um alle Wiinsche der Géste zu beriicksichtigen, kann der Portier zum Beispiel die
folgende Aufteilung wéhlen. Er teilt die Folge der Zimmer in Blocke der Grosse 6 auf
und vergibt die Zimmer mit Nummern 0 mod 6 an die bereits anwesenden Géste, die
Zimmer mit Nummern 1 mod 6 an die Géste aus dem ersten Bus, die Zimmer mit
Nummern 2 mod 6 und 3 mod 6 an die Géste aus dem zweiten Bus und die Zimmer
mit Nummern 4 mod 6 und 5 mod 6 an die Géste aus dem dritten Bus.

Formal lésst sich diese Zimmerbelegung fiir alle ¢ € IN durch eine Funktion f angeben
mit

f(Goi) = Zsi,

F(G1i) = Zeis1,

[(Ga;) = Z,;.%'+2 = Z3it0, falls 7 gerade,
f(Gay) = Zgiz1i3 = Zsi, falls ¢ ungerade,
f(Gs:) = Zg.iva = Z3itas falls 7 gerade,
[(Gsi) = Zg.iza 5 = Z3iq0, falls ¢ ungerade.

Der Portier teilt zunéchst die Zimmer in unendlich viele Gruppen unendlicher Grosse
ein. Dann kann er fiir jede eintreffende Gruppe von Gésten (unabhéngig davon,
ob diese endlich oder unendlich ist) die néchste noch nicht belegte Zimmergruppe
verwenden.

Um die Zimmergruppen zu bestimmen, verwenden wir die folgende Idee: Wir wissen,
dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Sei p; die ¢-te Primzahl in aufsteigender
Reihenfolge. Dann kénnen wir die i-te Gruppe von Zimmernummern definieren
als Gruppe(i) = {p! | j € N*}. Hierbei wird kein Zimmer mehreren Gruppen
zugeordnet, weil jede Zahl eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt.



Losung zu Aufgabe 17

Ungleichung <: Fiir den Beweis, dass P(%;,,) Uberabzihlbar ist, haben wir in der
Vorlesung bereits gezeigt, dass

[0, 1]] < [P(E5ea)]

Um die gewiinschte Ungleichung zu erhalten, reicht es also aus, eine injektive Abbildung
[ P(Efo) — P(QT) anzugeben. Tatsdchlich wird diese Abbildung f aber sogar bijektiv
sein. Dazu identifizieren wir ganz einfach das i-te Wort w; in X}, mit der i-ten positiven
rationalen Zahl ¢; in Q. Hierbei verwenden wir, dass sowohl 3, als auch QT abzéhlbar
sind (siche Lemma 5.1 und Satz 5.2 aus dem Buch) und wir deshalb von den i-ten Elementen
in diesen Mengen iiberhaupt sprechen diirfen. Ein bisschen formaler definieren wir fiir alle
Teilmengen S C ¥f , das Bild f(S) := @ C Q% so, dass

¢ € Q < w; € S fiir alle i € IN.

Ungleichung >: Eine Teilmenge @ C Q" kann als unendlicher Bitvektor (by,bs,..".)
dargestellt werden, wobei b; = 1 genau dann, wenn die i-te positive rationale Zahl aus Q©
in @ enthalten ist (wir verwenden hier wieder Satz 5.2 aus dem Buch). Es reicht deshalb
aus, zu zeigen, dass fiir die Menge B solcher unendlichen Bitvektoren |B| < |[0, 1]| gilt.
Hierzu konstruieren wir eine injektive Abbildung f: B — [0, 1], die wie folgt definiert ist:

F((bi by, .. ) = ib 1077

Hier ist es wichtig, dass wir die Folge (b1, bs, . ..) als Dezimalbruch, und nicht als Dualbruch
betrachten. Deshalb ist zum Beispiel 0.0T nicht dieselbe Zahl wie 0.10 (hingegen wiire
tatséchlich 0.09 = 0.10). Bei Dualdarstellung (also mit b; - 27* in der Formel) golte die
Injektivitat deshalb nicht, aber bei Dezimaldarstellung kann diese Uneindeutigkeit nicht
auftreten, weil wir die Ziffer 9 gar nicht verwenden.

Losung zu Aufgabe 18

(a) Zuerst entscheidet sich der A-NEA nichtdeterministisch und ohne ein Symbol des
Eingabewortes zu lesen, ob er in den linken Teilautomaten mit Zusténden /; und [y
(der alle Worter ohne das Teilwort bb akzeptiert) oder in den rechten Teilautomaten
mit Zustdnden r; und 7o (der alle Worter mit ungerader Anzahl a’s akzeptiert)
wechseln mochte. Damit ist bereits das “oder” in der Definition der Sprache L erkléirt.

Der rechte Teilautomat ist deterministisch und es ist leicht zu sehen, dass der
verwerfende Zustand r; den Wortern mit gerader Anzahl a’s entspricht, wahrend der
akzeptierende Zustand ry gerade den Wortern mit ungerader Anzahl a’s entspricht.
Damit ist auch der Teil nach dem “oder” in der Definition von L erklart.

Es bleibt der linke Teilautomat, der wegen der zusétzlichen A\-Transition ein bisschen
schwieriger zu verstehen ist. Wir erkennen aber, dass wegen der Absenz weiterer
Transitionen immer zwischen den beiden Zustédnden /; und /5 hin- und hergesprungen
wird. Bei jedem Sprung hin zu I, wird entweder kein Symbol oder ein Symbol b gelesen,
wéhrend bei jedem Sprung zuriick zu [; immer genau ein Symbol a gelesen wird.
Damit ist klar, dass das Symbol b niemals doppelt hintereinander (also das Teilwort

2



bb) gelesen werden kann. Umgekehrt ist es fiir jedes Wort, das nicht das Teilwort
bb enthélt, einfach zu sehen, dass es eine akzeptierende Berechnung ausgehend vom
Zustand [; im linken Teilautomaten gibt. Damit ist auch der Teil vor dem “oder” in
der Definition von L erklirt, und das Argument ist vollstindig.

(b) Sei A = (Q,3,0,qo, F) ein A-NEA. Sei fiir alle Zustédnde ¢ € @ die A\-Hiille H(q)
definiert als die Menge aller Zusténde, die sich von ¢ aus durch eine Folge von
A-Transitionen erreichen lassen, also

H(q):={peQ|peilaN}.

Diese Definition ldsst sich kanonisch erweitern auf Mengen von Zustédnden: Fiir
P CQist H(P) :=Upep H(p).

Dann koénnen wir einen #quivalenten NEA Ay = (Q, %, dy, qo, Fiv) wie folgt definie-
ren:

on(g,a) := U d(p,a)

pEH(q)

fiir alle ¢ € @ und alle a € ¥ und
Fy:={pe€Q|d(p\)NF +0}.

Man beachte, dass ¢ € H(q) gilt fiir alle ¢ € Q). Damit gilt insbesondere d(q,a) C
dn(q,a) fir alle ¢ € Q und alle a € 3. Dadurch, dass alle Zustidnde aus H(q)
beriicksichtigt werden, sind alle Folgen von A-Transitionen abgedeckt, die von ¢ aus
zu dem Startpunkt einer a-Transition fithren. Weil alle Zustédnde, von denen aus ein
akzeptierender Zustand durch eine Folge von A-Transitionen erreichbar ist, in dem
neuen Automaten selbst zu akzeptierenden Zusténden werden, ist garantiert, dass
jedes von A akzeptierte Wort auch in Ay akzeptiert wird.

(c¢) Fiir den A-NEA von Teilaufgabe (a) gilt H(qo) = {qo,l1,l2,71}, H(l1) = {l1, 12},
H(ly) ={lo}, H(r1) = {r1} und H(ry) = {rs}. Also ergibt sich mit dem in Teilauf-
gabe (b) beschriebenen Verfahren der folgende dquivalente NEA:

In der Abbildung sind die neu eingefiigten Transitionen rot gezeichnet. Man beachte,
dass der Startzustand gg neu auch akzeptierend ist, weil er im A-NEA iiber \-
Transitionen mit den akzeptierenden Zustdnden [; und [y verbunden war.
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Losung zu Aufgabe 4

(a) Wir geben zunéchst fiir jedes n € N — {0} ein Pascal-Programm an, das w,, erzeugt:

begin
S:= n;
S:= 4xgxg;
for i:=1 to s do
write(0101);
end.

Dieses Programm berechnet zuerst s = 4n?. In der for-Schleife gibt das Programm
dann 4n?-mal die Zeichenfolge 0101 aus, was genau das Wort w,, ergibt.

Der einzige Teil des Maschinencodes dieses Programms, der von w,, abhéngt, ist die
Darstellung von n in der zweiten Zeile. Der restliche Programmcode hat eine konstante
Lange. Also ist die bindre Linge dieser Programme hochstens [log,(n + 1)] + ¢ fiir
eine Konstante c¢. Damit lasst sich die Kolmogorov-Komplexitéit von w, von oben
abschitzen durch

K(wn) < [logy(n+1)] + ¢

fiir eine Konstante c¢. Die Linge von w, ist |w,| = |[0101] - 4n? = 16n?. Also gilt
n = y/|w,|/4 und wir erhalten eine obere Schranke von

K(w,) < [1og2(1 + \/M/zlﬂ + e < logy(Jwn])/2 + ¢

fiir die Kolmogorov-Komplexitdt von w, fiir eine Konstante ¢

(b) Wir definieren die Folge von Wortern yo, y1, 42, . . . durch y; = 03" fiir alle i € IN.
Offensichtlich gilt yo < y1 < y2 < ... und wir haben i + 1 = logs |y;| fiir alle ¢ € IN.
Nun konstruieren wir fiir jedes y; ein Pascal-Programm P;, das y; erzeugt:



begin
k:= 3%37;
for j:=1 to k do
write(0);
end.

In diesem Programm wird zuerst der Wert k = 3**! berechnet und dann werden in
der for-Schleife £ Nullen geschrieben. Der Teil des Maschinencodes von P;, der von
y; abhéngt, ist nur die Darstellung von . Der Maschinencode fiir die Darstellung
des restlichen Programms hat also nur eine konstante Lénge, wiahrend die binére
Kodierung von i die Lange [log,(i + 1)] < 1+ log,(i 4+ 1) hat. Damit folgt

K(y;) <logy(i + 1) + ¢ = log, logs(|yi]) + ¢

fiir eine Konstante c.

Losung zu Aufgabe 5

Fiir n < 8 ist die Aussage in der Aufgabenstellung trivial, wir konnen also annehmen, dass
n > 8 ist. Wir zeigen, dass weniger als 1% der Worter in {0, 1}™ Kolmogorov-Komplexitét
< n — 8 haben. Es gibt

n—_8
Y Y= 2T
j=1

nichtleere binire Worter mit Linge hochstens n — 8. Also existieren héchstens 277
unterschiedliche Pascal-Programme mit Maschinencodes der Lange hochstens n — 8. Daraus
folgt, dass auch hochstens 277 viele Wérter existieren, die Kolmogorov-Komplexitit < n—8
haben, da wir jedem solchen Wort w den Maschinencode eines Pascal-Programms zuordnen
kénnen, das w erzeugt und dessen Kodierung Lénge K (w) hat. Da |{0,1}"| = 2", haben
also hochstens 277 /2" = 277 < 1% der Wérter in {0,1}" eine Kolmogorov-Komplexitiit
von hochstens n — 8.

Losung zu Aufgabe 6

Wir nehmen per Widerspruch an, A sei ein Pascal-Programm, welches einen Input n € IN
entgegennimmt und ein Wort A(n) € {0, 1}" ausgibt mit K(A(n)) > n — 8. Wir kénnen
mithilfe von A nun fiir jedes n € IN folgendes Pascal-Programm konstruieren:

begin
m := n;
s 1= A(m);
write(s);
end.

Dies ist also einfach das Programm A mit fixiertem Input n, d.h., dieses Programm
schreibt das Wort A(n). Der einzige Teil des Maschinencodes, der von A(n) abhéngt, ist
die Darstellung von n in der zweiten Zeile. Die Darstellung des restlichen Maschinencodes
hat eine konstante Lénge c. Also gilt fiir alle Worter A(n), n € IN:

K(A(n)) < [logy(n +1)] + ¢ < logy(n) + ¢/,

fiir eine Konstante ¢’. Andererseits gilt per Annahme, dass K(A(n)) > n — 8 fiir alle
n € IN. Es folgt, fiir alle n € N,

n—8 < logy(n) + ¢,

ein Widerspruch fiir genug grosse n.
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Losung zu Aufgabe 7

Wir beweisen die Aussage indirekt. Somit gebe es also eine unendlich grosse Anzahl von
Primzahlen, die als zuféllig angesehen werden konnen. Nach Definition bedeutet dies, dass
es unendlich viele k € IN — {0} gibt, sodass

@ Ko Nor+ 1]~ 1> log() — )

gilt, wobei p, die k-te Primzahl ist. Ferner ldsst sich die m-te Primzahl p,, fiir jedes

m € IN — {0} mit einem Pascal-Programm C,, berechnen, das die bindre Kodierung von m

enthélt, alle natiirlichen Zahlen in aufsteigender Reihenfolge darauf testet, ob sie prim sind

(Sieb des Eratosthenes) und die m-te gefundene Primzahl ausgibt. Alle Bestandteile dieses

@ frogra Programms mit Ausnahme der Kodierung von m haben eine konstante Linge, also hat
UlpL) < (ogk C, die Lénge [logy(m + 1)] + ¢ < log, m + ¢ fiir Konstanten ¢ und ¢ = c+ 1. Sein € N
+c und sei Prim(n) die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich n. Nach dem Primzahlsatz gilt

fiir alle n > 67, dass .

Al (L <
Prim(n) < " T - @ F L () law ~%
Inn — 5
Da nach Definition wiederum m = Prim(p,,) ist, erhalten wir
. Pm
Prim(p,,) =m< ———= P«
( ) hl(pm) - % [-( 3
l“‘fk - /Z
und schliesslich
K(pn) < log; (pm) = logy(pp) — logs (I(pn) = 5 ) + ¢ @
ln(pm) ) 2

Aus den beiden Schranken (1) und (2) fiir die Kolmogorov-Komplexitét ergibt sich, dass

3
log,(pi) — 1 < logy(pi) — log, (ln(pl) _ 2) +¢
fiir unendlich viele [ € IN gelten muss. Hieraus folgt wiederum, dass fiir diese [ auch
3
log, (111(]91) - 2) <d+1

sein muss, was unmoglich ist, da ¢ eine Konstante ist und log,(In(p;) — 3/2) mit p; wéchst.
Somit ist unsere Annahme falsch und die zu beweisende Aussage folgt.



Losung zu Aufgabe 8

(a) Der folgende endliche Automat akzeptiert die Sprache

= {w € {a,b}" | w enthilt das Teilwort abba}.

Es ergeben sich die folgenden Klassen fiir die Zustéande:

Kl[go] = {wbbb € {a,b}* | w enthilt nicht abba} U {\, b, bb},
Kl[¢:] = {wa € {a,b}" | wa enthilt nicht abba} ,

Kllgo] = Kl[q1] - {0},

Kl[gs] = Kl[go] - {0} = {a,b}" — (Kl{go] U Kl[g1] UKl[ga] U L1),
Kllgs] = L.

(b) Wir bemerken, dass Lo folgende alternative Charakterisierung hat

Ly ={w € {a,b}" | |w|s # |w|p (mod 2)} = {w € {a,b}" | |w| =1 (mod 2)}.

Daher wird L, vom endlichen Automaten

a,b

erkannt. Dieser hat die folgenden Zustandsklassen

Kllgo] = {w € {a.0}" | [w| =0 (mod 2)},
Kllgy] = {w € {a,}" | |w| = 1 (mod 2)} = L,.

Losung zu Aufgabe 9

Wir bemerken zuerst, dass der Zustand ¢4 ein Senkenzustand ist, d.h., landet der endliche
Automat M beim Lesen eines Wortes einmal in ¢4, bleibt er dort und akzeptiert die
Eingabe nicht. Weiter bemerken wir, dass M nur auf Wortern der Form o fiir £ € IN im
Zustand ¢y oder ¢; landet. Genauergesagt gilt

Kllgo) = {a** | k € N},
Kl[q] = {a®*" | k € IN}.



Liest M in ¢ ein b, geht er in den Senkenzustand ¢,. Liest M in ¢y ein b, geht er nach g
und 'misst’ dann durch Wechseln zwischen ¢, und g3 die Paritdt der Anzahl b’s im Suffix
des gelesenen Wortes. Sobald M in ¢, oder ¢3 ein a liest, geht er in den Senkenzustand.
Wir haben also

Kl[g] = Kl[go] - {v*** | 1 € N} = {a®*b* ™ | k,1 € N},

Kl[gs] = Kl[go] - {6*2 | I € N} = {a®*V*'*? | k,l € N},

Kl[g4] = {a, b} — (Kl[go] U Kl[g:] U Kl[go] U Kl[g3]).
Also gilt

L(M) = Kl[go) UKl[gs] = {a®V* | k,] € N}.
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Losung zu Aufgabe 10
Der folgende endliche Automat erkennt die Sprache

L={zwe,, |z € Lo und Nummer(w) = x (mod 4)}.

U
1

Der Automat liest den Wert x € ¥y,,, und geht entsprechend in einen von zwei Teilauto-
maten — nach rechts, falls x = 0 und nach links, falls z = 1. Da fiir ein Wort w € ¥}, der
Wert Nummer(w) (mod 4) nur von den letzten beiden Symbolen von w abhéngt, speichern
die beiden Teilautomaten jeweils die letzten beiden Symbole des gelesenen Prifixes in
den Zustdnden und akzeptieren entsprechend. Préziser formuliert induziert der Automat
folgende Zustandsklassen:

Klla = 3},
Vr € Yhool : Kl[¢¥] = {2000 | v € 2}, } U {z, 20},
V2 € Ypoor ¢ Kl[¢W] = {2001 | v € X } U {21},
Vo € Ypoo Vs € {10,11} : Kl[g)] = {zvs € X v € X5} -



Alternative Losung: Wir bemerken, dass wir im rechten Teilautomaten oben die Zusténde
¢! und ¢3! zu einem Zustand ¢ zusammenfassen kénnen. Dies sieht man folgendermassen:

e Beim Lesen einer 0 geht der Automat sowohl von ¢J' wie auch von ¢! nach ¢2°.

e Beim Lesen einer 1 bleibt der Automat, falls er in einem der Zusténde ¢J' oder ¢!
ist, in einem dieser beiden Zusténde.

e Unter den Zustéinden ¢)' und ¢§' ist nicht einer akzeptierend und der andere nicht.

Dass im rechten Teilautomaten nur drei Zusténde notig sind, ist auch intuitiv klar: Falls
das bisher gelesene Wort auf 1 endet, muss der Automat das zweitletzt gelesene Symbol
nicht kennen, um entscheiden zu koénnen, ob die gesamte Eingabe Suffix 00 hat.

Ganz analog bemerkt man, dass im linken Teilautomaten oben die Zustéinde ¢° und ¢{°
zu ¢ zusammengefasst werden kénnen. Dies ergibt also den Automaten

wobei dann entsprechend gilt
Kl[g5'] = Kl[g5'] U Kl[g5'],
sowie

K1[g;°] = K1[¢}°] U K1[g{).

Losung zu Aufgabe 11

Die in der Aufgabenstellung gegebene Sprache L lésst sich schreiben als L = Ly U Ly mit
Ly ={w € {a,b}" | Jw|, =1 (mod 3)},
Ly ={w € {a,b}" | lw| = 2}.

Fiir die Sprache L, lésst sich der folgende Automat A; konstruieren:

Es gilt
Vi€ {0,1,2} : Kllg;] = {w € {a,b}" | |w|, =i (mod 3)}



Fiir die Sprache Lo lésst sich der folgende Automat A, konstruieren:

Es gilt

Vi € {0,1,2} : Klp;] = {a,b}",
Kl[ps] = {a,b}" — (Kl[po] U Kl[p1] UKl[p,]) .

Mit der Methode des modularen Entwurfs kann man nun aus A; und A, den folgenden
Produktautomaten A konstruieren, der die Sprache L = LU Ly akzeptiert. Zur einfacheren
Darstellung verwenden wir die Notation r,, = (p,,q,). Weil dies ein Produktautomat
fiir die Vereinigung von zwei Sprachen ist, sind alle Zustéinde akzeptierend, die einen
akzeptierenden Zustand aus einem der beiden Teilautomaten enthalten.



Die Zusténde 7g1, 192 und 715 sind vom Startzustand aus nicht erreichbar, kénnen also auch
weggelassen werden.

Losung zu Aufgabe 12

(a) Wir zeigen mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem Buch, dass die Sprache
Ly ={w € {a,b,c}" | w enthilt das Teilwort ab gleich oft wie das Teilwort ba}

nicht regulédr ist. Angenommen, L; sei reguldr. Dann gibt es einen Automaten
A=(Q,{a,b,c},0,q, F) mit L(A) = L;. Sei m = |@Q|. Wir betrachten die Worter

A, abe, (abc)?, ..., (abc)™ .

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A Zusténde hat, gibt es 7,5 €
{0,...,m} mit i # j, so dass

3(go, (abe)’) = d(go, (abe)’) .
Nach Lemma 3.3 gilt nun fir alle z € {a, b, c}*, dass

(abc)'z € Ly <= (abc)’z € L.



Die Wahl von z = (bac)® fiihrt aber zum Widerspruch, weil
(abc)'z = (abe)'(bac)” € Ly

und (abe)’z = (abc)? (bac)' ¢ Ly gilt. Also ist die Annahme falsch und L; ist nicht
regulér.

Wir verwenden das Pumping-Lemma, um zu zeigen, dass die Sprache
Ly = {wabw® | w € {a,b}*}

nicht regulér ist. Angenommen, Lo sei regulidr. Dann existiert nach dem Pumping-
Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € N, so dass sich jedes Wort w € {a,b}*
mit |w| > ng in drei Teile y,  und z zerlegen lésst, so dass

L. |yz| < ng,

2. |z| > 1 und

3. entweder {yx*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.
Wir wihlen das Wort w = a™aba™. Offenbar gilt |w| > ny. Also muss es eine
Zerlegung w = yzz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfiillt. Wegen
(i) gilt |yxz| < ng, also ist y = a! und 2 = a™ fiir {,m € N mit [ +m < ng, also

insbesondere m < ny. Wegen (ii) gilt weiter m > 0. Da w € Lo, gilt nach (iii), dass
auch

{yzFz | k € N} = {amot*=Dmgpgmo | e N} C L.

Dies ist aber ein Widerspruch, da yz?z = a™™™aba™ ¢ L. Also ist die Annahme
falsch und Lo ist nicht regulér.
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Losung zu Aufgabe 13

(a) Wir beweisen mit Hilfe der Methode der Kolmogorov-Komplexitit, dass die Sprache

Ly = {ww | w € {0,1}*} nicht regulér ist.

Angenommen, L = L; sei regulér. Fiir jedes m € IN ist 0™1 das erste Wort in der
Sprache

Lomy ={y | 0"1ly € L}.
Nach Satz 3.1 aus dem Buch existiert eine Konstante ¢, unabhéngig von m, so dass
K(0™1) < Jlogy(l14+1)]+c=1+c.

Da es nur endlich viele Programme der konstanten Lénge 1 + ¢ gibt, aber unendlich
viele Worter der Form 0™1, ist dies ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch
und L, ist nicht regulér.

Sei Ly = {07 | p € N ist eine Primzahl}. Wir zeigen die Nichtregularitit von Ly
zunéchst mit Hilfe des Pumping-Lemmas.

Beweis mit Hilfe des Pumping-Lemmas. Angenommen, Lo sei regulédr. Dann exis-
tiert nach dem Pumping-Lemma (Lemma 3.4) eine Konstante ny € IN, so dass
sich jedes Wort w € {0}* mit |w| > ng in drei Teile y, x und z zerlegen lasst,
so dass

(i) |z| > 1 und

(iii) entweder {yz*z | k € N} C Ly oder {yz*z | k € N} N Ly = 0.

Wir wihlen das Wort w = 0P fiir eine Primzahl p > ng. Offenbar gilt |w| > ny.
Also muss es eine Zerlegung w = yxz von w geben, die die Bedingungen (i), (ii)
und (iii) erfiillt. Wegen (ii) gilt weiter |z| =: m > 0. Da w € Lo, gilt nach (iii),
dass auch

{yzFz | k € N} = {opt*=Um | L e N} C L, .

Wir wihlen k = p + 1. Damit ist yz¥z = op+E=1m = gptpm — gr-(7+1) Damit
erhalten wir einen Widerspruch, weil p-(m+ 1) keine Primzahl ist; man beachte,
dass m > 0. Also ist die Annahme falsch und L ist nicht regulér.



Eine Konsequenz aus dem Primzahlsatz. Wir konnten die Nichtregularitat von Lo
auch mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitdat oder mit Hilfe von Lemma 3.3
zeigen. Dafiir benotigen wir allerdings den Primzahlsatz (Satz 2.3 im Buch),
den wir in dieser Vorlesung nicht bewiesen haben. Aus dem Primzahlsatz folgt,
dass der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen beliebig
gross werden kann: Wire dieser Abstand durch eine Konstante & € IN nach
oben beschrénkt, dann gibe es mindestens n/k Primzahlen unter den ersten
n natiirlichen Zahlen im Widerspruch zum Primzahlsatz, der besagt, dass es
ungefihr n/ Inn solche Primzahlen gibt. Wir verwenden diese Beobachtung nun,
um mit Hilfe der Kolmogorov-Komplexitit zu zeigen, dass Ly nicht regulér ist.

Beweis mit Hilfe der Methode der Kolmogorovkomplexitit. Angenommen, L =
Lo sei reguliir. Sei p,, die m-te Primzahl. Dann ist 0Pm+:=Pmn~1 das erste Wort
in der Sprache

Lowmi1 = {y | 0Py € L},

Nach Satz 3.1 aus dem Buch existiert eine Konstante ¢, unabhéngig von m, so
dass

K(Opmntlfpm*l) S HogQ(l + 1)—‘ +c = 1 4+ c.

Da es nur endlich viele Programme der konstanten Lénge hochstens 1 + ¢ gibt,
aber nach der obigen Folgerung aus dem Primzahlsatz unendlich viele Worter
der Form 0Pm+17Pm~1 ist dies ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch
und L ist nicht reguldr. Wir kénnen diese Folgerung aus dem Primzahlsatz
ebenfalls verwenden, um mit Hilfe von Lemma 3.3 zu zeigen, dass Ly nicht
regulér ist.

Beweis mit Hilfe von Lemma 3.3. Angenommen, L5 sei regulédr. Dann gibt es einen
Automaten As = (Q,{0},6, qo, F') mit L(Ay) = Ly. Sei m = |Q|. Wir wihlen
m+1 verschiedene Primzahlen py,, . .., p;,, so, dass die Differenzen p;, 1 —py;, also
die Absténde zur néchstgrosseren Primzahl, paarweise verschieden und — ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit — monoton aufsteigend sind. Solche Primzahlen
existieren nach der oben beschriebenen Folgerung aus dem Primzahlsatz. Dann
betrachten wir die Worter

OPlo, 0P ..., 0P |

Weil dies m + 1 Worter sind, also mehr Worter als A; Zustdnde hat, gibt es
i,7 € {0,...,m} mit i < j, so dass

0.45(g0, 0P) = b4, (g0, 07).

Nach Lemma 3.3 gilt nun fir alle z € {0}*, dass
0Pz € Ly < 0"z € Lo.

Die Wahl von z = 0Pu+17P4 fiihrt aber zum Widerspruch, weil
OPliz = 0P+t € Ly

und 0P 2 = P TP+ —p) ¢ Lo gemiss der Voraussetzung iiber die gewéhlten
Primzahlen gilt. Also ist die Annahme falsch und Lo ist nicht regulér.

2



Losung zu Aufgabe 14

(a)

Der folgende NEA akzeptiert die Sprache

Ly ={w € {0,1}* | w = 2050z mit z,z € {0,1}* und y € {0,1}*}

0,1
L OO

Dieser NEA entscheidet nichtdeterministisch, wann das gesuchte Muster in der
Eingabe beginnt und wechselt dann vom Zustand ¢gq in den Zustand ¢;. Wenn diese
nichtdeterministische Entscheidung richtig war, dann kann der Automat nun das
Muster lesen und endet im akzeptierenden Zustand q,. Wenn die Eingabe das gesuchte
Muster nicht enthélt, dann hat der NEA keine Moglichkeit, sie zu akzeptieren.

Um zu zeigen, dass jeder deterministische endliche Automat A, der die Sprache
Ly ={w € {a,b}" | Jw|, =1 (mod 3) und w beginnt mit ab}

akzeptiert, mindestens 6 Zustdnde bendtigt, bestimmen wir 6 Worter wy, ..., wg
und zeigen, dass diese den Automaten in 6 paarweise verschiedene Zustéande fithren
miissen. Falls es einen EA gibt, der mit dem Lesen von zwei verschiedenen Wértern
w; und w; in demselben Zustand endet, dann gilt nach Lemma 3.3 aus dem Buch
fir jedes z € {a,b}*, dass dann auch w;z und w;z den Automaten in denselben
Zustand fithren. Wir wollen zeigen, dass dies fiir einen Automaten mit weniger als 6
Zusténden nicht mdglich ist, indem wir fiir je zwei verschiedene Woérter w; und w;
ein Wort z; ; angeben, so dass

Wiz € L(A) <~ W;Zi;j ¢ L(A) . (1)

Eine Strategie, um geeignete Worter wy, ..., wg zu bestimmen, besteht darin, zu-
néchst einen EA A mit 6 Zusténden fiir die Sprache Ly zu entwerfen, und dann fiir
jeden Zustand ¢ das kiirzeste Wort aus der Klasse Kl[g] zu wihlen. Der folgende
Automat A mit 6 Zustianden akzeptiert die Sprache Ls.




Die kiirzesten Worter in den Zustandsklassen von A sind w; = A, we = a, wz = b,
wy = ab, ws = abb und wg = abbb. Die folgende Tabelle gibt fiir alle Paare (w;, w;)
mit ¢ < j jeweils ein Wort z; ; an.

Zij | w2 =a ws=0b wy=ab ws=abb ws= abbb
w; = A ab ab ab ab b
We = @ — b A bb ab
w3 = — — A bb b
wy = ab — — — A A\
ws = abb — — — — b

Es ist einfach zu sehen, dass diese Worter die Bedingung (1) erfiillen, zum Beispiel
ist wozo 6 = aab ¢ L(A), aber wgza6 = abbbab € L(A).



